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Глава 6. СТРУКТУРНЫЕ И КОНТИНУАЛЬНЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

НАНОКРИСТАЛЛИЧЕСКИХ ОДНОСЛОЙНЫХ СРЕД 

Саркисян С.О. 

Ширакский государственный университет им. М.Налбандяна, 

г. Гюмри, Армения, E-mail: s_sargsyan@yahoo.com 

 
Введение 

В настоящее время большой интерес вызывает проблема изучения физико- 

механических свойств материалов в зависимости от их внутренней (атомной или 

молекулярной) структуры. Особенно актуальным стала эта проблема в связи с 

развитием нанотехнологий, когда появились возможности управления атомной или 

молекулярной структурной для получения новых материалов с высокими физико- 

механическими свойствами [1-6]. 

Одним из основных методов изучения атомной или молекулярной системы 

веществ является метод молекулярной механики [5, 7-11], при котором движение 

отдельных частиц системы описываются классическими законами механики, в 

основном, при парном центральном силовом взаимодействии частиц. 

Как устанавливается в работах [12-18], во многих случаях, простейшая модель, 

где атомы представляются материальными точками, связанными парным 

центральным силовым взаимодействием, оказывается недостаточной. С этой точки 

зрения в работах [12-18] предлагается новый подход, сущность которого состоит в 

дополнительном учете парного моментного взаимодействия. Это, в общем случае, 

приводит еще и к тому, что силы взаимодействия между атомами перестают быть 

центральными. Необходимость наряду с силовыми учесть также  и моментные 

взаимодействия подтверждаются, например, при описании полимерных цепных 

структур, где без учета торсионного взаимодействия невозможно адекватное описание 

структурных свойств полимерных макромолекул. 

Отметим, что модели с учетом моментного взаимодействия между атомами или 

молекулами обсуждаются и используются также в работах [19-23]. 

В работе [24] построена дискретная модель линейной цепочки атомов с учетом 

вращательного (моментного) взаимодействия между атомами и, одновременно, 

осуществлен предельный переход, обосновывая применимость прикладной теории 

микрополярных упругых тонких стержней [25], как континуальной модели 

рассматриваемого нанообьекта. 

В данной работе развивается этот подход для следующей задачи. Рассмотрим 

плоскую решетку (монослой), состоящую из однородных сферических частиц массы m 
 

диаметра 2r, 
 

собственным моментном  инерции J ,  центры масс которых лежат в 
 
одной  плоскости 

x1 , x2 
 
и,  одновременно,  в  вершинах  решетки.  Будем  учитывать 

взаимодействие с четырьмя самыми ближайшими соседями по решетке. 

Рассмотрим два случаи: а) когда каждая частица системы движется в плоскости 

x1x2 
 

(плоская  задача).  Это  движение  представляет  собой  смещение  центра  масс 
 

частицы с номером 
i, j 

 

по осям x
1 
, x

2 и вращение вокруг оси, проходящей через центр 
 

масс и параллельной оси 
x3 ; б) изгиб атомной системы частиц из плоскости 

x1x2. 

Предположим, что силы или моменты, действующие на атомы монослоя, 

обусловленные влиянием других атомов, являются упругими, т.е. пропорциональными 

линейными или угловыми отклонениями между взаимодействующими атомами от 

равновесных. 

Будем изучать малые колебания такой атомной системы. 

1. Плоская задача 

mailto:s_sargsyan@yahoo.com
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1 

2 

3 

1  m v 

 
 
 

Рассмотрим случай а) (т.е колебания системы в плоскости 
x

1
x

2 ). При движении в 

плоскости каждая частица имеет три степени свободы: смещение центра масс частицы 

с номером  N N i, j (здесь,  i номер строки,   j номер столбца) по осям x1 и  x2 

 

(трансляционные степени свободы 
v1 i, j     и v2 i, j  ) и поворот относительно центра масс 

 

(ротационная степень свободы 3 i, j ). 

К плоским колебаниям атомного монослоя относятся сосредоточенные усилия: 

T11i, j ,T22i, j  1 ,T11i  1, j ,T22i, j , S22i, j  1 , S12i,  1 j , S12i, j 

 
и сосредоточенные моменты: 

L13i  1, j , L13i, j , L23i, j  1 , L23i, j , 
 

соответственно, действующие со стороны 
 

 

i, j 

 

 

1 , i, j 

 

 

1 , i 

 

 

1, j , i 

 

 

1, j 

 
 
близлежащих  атомов,  а 

1 

2 qx1  i, j 

, 
1 

q 
2 

 
x2 i, j  

и 

1 

2 
mx3  i, j 

 
внешние сосредоточенные усилия и момент, действующие на атом с номером 

i, j . 

 

Напишем уравнения движения для атома под номером i, j 
 

. Будем иметь: 
 
 

T
i  1, j 

 

 

S
i  1, j 

 
T

i  1, j 

 

 

S
i  1, j 

 
S

i , j  1 

 

 

T
i , j  1 

 
S

i , j  1 

 

 

T
i , j  1 

   

q
x   i, j 

 
   

q
x   i , j 

2vi, j   

m 1    , 

t2 

2vi , j   

m 2   , 

t2 

 
 
 
 
 
 
 

2 
  3 i,j   

.
 

 

 
 
 
 

(1.1) 

Li  1, j Li  1, j Li, j  1 Li, j  1 S i  1, j r S i  1, j r S i, j  1r S i, j  1r mx  i, j J 

t 2 

 

К этим уравнениям движения следует присоединить геометрические 
 

соотношения  (формулы  для  деформаций  по  оси x
1     и  по  оси x

2 
, углы  сдвигов  и 

 

относительные углы поворотов вокруг оси 

Используя следующие обозначения 

x3 ). 

 
T11 i, j 

 
 

L13 i, j 

T11 i, j   
,
 

2r 

L13 i, j   
,
 

2r 

 
S12 i, 

j 

 
 

L23 i, j 

S12 i, j   
,
 

2r 

L23 i, j   
,
 

2r 

 
S21 i, j 

S21 i, j   
,
 

2r 

 
T22 i, j 

T22 i, j   
,
 

2r 

 
 
 

(1.2) 

 

перепишем уравнения движения (1.1): 

Уравнения движения 

 T T S S 

 
 

 
 
q

x  i,j  

 
 
 

2 
  1i,j  

 
11 i  1, j 

 
11 i, j 

 

21 i, j  1 21 i, j  
2r 

q 

, 
2r t 

2
 

2v 

 

 
(1.3) 

T T S S   x2  i, j  m 2 i,j  
22 i, j  1 22 i, j 12 i  1, j 12 i, j 

, 
2r 2r t

2
 

 

 
 

S S S S m d 
2

 
 L L L L   12 i 1, j  12 i, j     21 i, j 1  12 i, j      3 i, j  J 3 i,j  
 

13 i  1, j 
 

13 i, j 
 

23 i, j  1 23 i, j 
 

2 2 2r 
. 

2r dt 
2
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Относительное перемещение по оси 

 

x
1   центра тяжести атома 

Oi   j 

 
под номером 

i   1, j относительно центра 
Oi, j

 

 
 

11 i , j 

 

будет 

v
1 i  1, j 

2r 

 

 
v

1 i, j 

 
 

 
(1.4) 

и, аналогично, перемещение по оси  x2 центра тяжести 
Oi  1, j

 

 

атома под номером 

i, j 1 относительно центра 
Oi, j

 

 

будет 

v
2 i , j  1 

 

 
v

2 i , j   
.
 

 
 

 
(1.5) 

 

 
Углы сдвигов будут: 

v
2 i  1, j 

 
 
 

v
2 i , j 

22 i , j 
2r

 
 

 
, 

 
 
 

v
1 i , j  1 

 
 
 

v
1 i , j 

.
 

 
 
 
 

(1.6) 

12 i, j 
2r

 
3 i, j 

21 i , j 
2r

 
3 i , j 

 

Относительное вращение частицы под номером i   1, j 
 

относительно частицы 

i, j 
 

и, аналогично, относительное вращение частицы под номером i, j   1 

 

относительно частицы i, j 
 

будут: 
 

 
13 i , j 

 

    3 i  1,j 3 i ,j   
, 
2r  

23 i , j 
    3 i , j   1  3 i , j    

.
 

2r 

 

(1.7) 

Физические соотношения между линейными деформациями, углов сдвига, углов 

поворота и усилиями-моментами, будут выражаться так: 

T11 i, j k4   11 i, j k5   22 i, j  , T22 i, j k4    22 i, j k5   11 i, j  , 

S12 i, j S21 i, j k1     12 i, j 21 i, j    , S12 i, j S21 i, j k2 12 i, j 21 i, j    , 
 

(1.8) 

L13 i, j k3   13 i, j  , L23 i, j k3    23 i, j  . 
 

Уравнения движения (1.3), геометрические соотношения (1.4)-(1.7) и физические 

соотношения (1.8) представляют собой математическую  модель  (модель 

молекулярной динамики) дискретной (атомной) структуры вещества, к которой следует 

присоединить начальные условия. 

Для перехода к континуальной модели, систему уравнений (1.3), (1.4)-(1.7), (1.8) 

представим в следующем виде: 

Уравнения движения 
T T S S q d 

2
v 

  11i  1,j 11i,j     21 i, j 1  21 i, j     x1 i, j     m  1 i, j  
,
 

2r 2r 2r  2r 2r  2r dt 
2
 

S S T T q d 
2
v 

   12 i  1,j 12 i,j    22 i, j 1  22 i, j     x2  i, j     m  2 i, j  
,
 

2r 2r 2r  2r 2r  2r dt 
2

 
 

(1.9) 
L

13 i  1, j 

2r 

L
13 i, j 

L
23 i, j  1 

2r 

L
23 i, j 

S
12 i  1, j 

2 
2 

S
12 i, j 

S
21 i, j  1 

S
21 i, j 

m
3 i, j J d 

3 i, j 
. 

2 2r  2r 2r  2r dt 
2
 

 

Геометрические соотношения 
 
 

11 i, j 

v
1 i  1, j 

2r 

v
1 i, j   

,
 
 
 

22 i, j 

v
2 i , j  1 

2r 

v
2 i, j   

,
 
 

(1.10) 
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1 

0 

2 

0 

0 0 

x x 

x 

x 

2r 

2r 2r 

 
 
 
 

12 i , j 

v
2 i  1, j 

2r 

v
2 i , j 

 

3 i , j  
, 

 
 

21 i, j 

v
1 i , j  1 

2r 

v
1 i , j 

 

3 i , j  
, 

 

 
13 i, j 

 

    3 i  1,j 3 i ,j   
, 
2r  

23 i , j 
    3 i , j   1  3 i , j    

.
 

2r 
Физические соотношения 

Т11 i, j k4   11 i, j 

k1 k2 

k5      22 i, j  

, 
k1 

Т22 i, j 

k2 

k4    22 i, j k5   11 i, j 

, 
k1 k2 

 
 

k1 k2 

S12 i, j 
 

2 
12 i, j 21 i, j 

, 2 

S21 i, j 
 

2 
21 i, j 12 i, j 

, 2 

(1.11) 

L13 i, j k3    13 i, j  , L23 i, j k3    23 i, j  . 

Предположим, что характерный период волногого движения в дискретном 

монослое атомов много больше расстояния между атомами. В этом случае возможны 

следующие замены [7,26]: 

f  i, j, t f   x, y,t  , 

 
f  i   1, j, t f   x 

 
2r, x , t f   x , x , t 

 

f1    x1 , x2 , t  
2r

 
 

..., 
1 2 1 2 

1 (1.12) 

 
f  i, j 

 
1, t f   x , x 

 
2r,t f   x , x ,t f1    x1 , x2 , t  

2r
 
 

.... 
1 2 1 2 

2 

Рассмотрим отношения 

m J q q m 
 

2r2r 
,
 
, 

2r2r 

x1 i , j     
, 

2r2r 

x2 i , j    
, 

2r2r 

    3i,j  

2r2r 

и осуществим двумерный предельный переход: 2r 0, 2r 0, получим 

lim 
m

 
J 

0 , lim 
 

J0 , 
 

(1.13) 
 
 
 

lim 

 
 

qx   i, j 

2r 
2r 

 
q x1 , x2 , t , 

0 2r2r 
 

 
lim 

 
 

qx   i, j 

2r    0 2r2r 
 

 
q x1 , x2 , t , 

 
 
 

lim 

 
 

m3 i, j 

 
 
 

m3   x1 , x2 ,t . 

 
 
 

(1.14) 
2r    0  2r2r 

x1
 

2r    0 
2r    0 

2r2r 
x2

 
2r    0  2r2r 

 
 

Здесь 0 поверхностная плотность массы вещества, 
J0 поверхностная 

 
плотность инерционного момента вещества, 

q  , q 
1 2 

 
поверхностная плотность 

внешних силовых воздействий, а 
m3 

воздействия. 

 

поверхностная плотность внешнего моментного 

В итоге, в континуальном приближении получим: 

Уравнения движения 

Ň x , x ,t S x , x ,t 

 
 
 

2
v   x , x ,t 

      11     1    2  21     1    2   q x , x ,t   1     1     2  , 
x1 x2 

S x , x ,t T x , x ,t 

x1 1 2 0 t2 

 
2
v x , x ,t 

 
(1.15) 

      12     1    2  22     1    2   q x , x ,t   2      1     2  , 
x1

 x
2 

x2 1 2 0 
t

2 

 

 
 

L13    x1, x2 ,t L23   x1, x2 ,t 
x1  x2  

S12    x1, x2 , t S21   x1, x2 , t m3    x1, x2 , t J0 
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2 

3   x1, x2 , t  
.
 

t2 
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x x 

 
 

Геометрические соотношения 
 

11   x1 , x2 ,t v1   x1 , x2 ,t  ,
 

x1 

 

22   x1 , x2 ,t v2   x1 , x2 ,t  ,
 

x1 

 

12   x1 , x2 , t 
v2   x1 , x2 , t 

x1 

 

3   x1 , x2 

 

,t , 
 

(1.16) 

 

21  x1 , x2 , t 
v1  x1 , x2 , t 

x2 

 

3   x1 , x2 

 

, t , 

 
x , x ,t 3   x1 , x2 ,t  ,

 
 

x , x ,t 3   x1 , x2 ,t  .
 

13 1 2 23 1 2 

1 2 

Физические соотношения упругости 

T11 k4   11 x1, x2 ,t k5   22 x1, x2 ,t , T22 x1, x2 ,t k4   22 x1, x2 ,t k5   11 x1, x2 ,t , 
 

S12 
 

 

S21 

 

x1 , x2 ,t 
 

 

x1 , x2 ,t 

k1 k2 

2 

k1 k2 

2 

 

12   x1 , x2 ,t 
 

 

21   x1 , x2 ,t 

k1 k2 

2 

k1 k2 

2 

 

21   x1 , x2 ,t , 
 

 

12   x1 , x2 ,t , 

 

 
(1.17) 

L13 x1 , x2 ,t k3   13 x1, x2 ,t , L23 x1, x2 ,t k3   23 x1, x2 ,t . 

Легко убедиться, что система уравнений (1.15)-(1.17) континуальной модели 

атомного монослоя полностью совпадает с системой уравнений плоского 

напряженного  состояния  микрополярной  упругой  тонкой  пластинки  [27]  и,  между 
 

физическими  постоянными 
k4 , k5 , k1, k2 , k3 

 

и  упругими  постоянными  этой  пластинки, 

умноженные на 2h ( 2h - толщина пластинки), имеют место следующие равенства: 

k 
2Eh 

, k
 2h  

E 
, k 

 
4  h,  k 

 
4  h, k 

4 
2h.  (1.18) 

4 
1 2 5 

1 2 
1 2 3 

Здесь, E, 
 

модуль упругости и коэффициент Пуассона (классические 

постоянные) материала пластинки, 

материала пластинки. 

,  , 
новые микрополярные постоянные 

Теперь перейдем к вариационному изложению как дискретной системы атомного 

монослоя, так и его континуальной модели. 

Вариационный  принцип  Гамильтона  для  общих  механических  систем  можем 

записать в следующем общем виде: 
 

t1 

(T U )dt 0, 

t0 

 
(1.19) 

где Т кинематическая энергия системы, а U полная потенциальная энергия 

система, L T U  представляет собой лагранжиан данной системы, 
t0 

конец движения. 

и t1 
 

начало и 

Кинетическая энергия рассматриваемой дискретной системы частиц будет 
2 2 2 

T 
1 

m 
dv

1 i, j 
dv

2 i, j 
d  

s i, j 

J , 
 

(1.20) 
2  i j dt dt dt 

 
 

а   полная   потенциальная   энергия   системы   будет   выражаться   следующим 

образом: 
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x 

v 

1 

k 

2 

k 

k k 

x 

2 2 2 

2 

3 
x 

 
 
 

U 
1 
2  i j 

 
v

1 i  1, j 

k5 
2r 

 

v
1 i, j 

 

v
2 i , j  1 

2r 

2 

v
2 i , j 

 

2 2 
v

1 i  1, j 

k4 k5 
2r

 

v
1 i, j 

v
2 i, j  1 

2r 

v
2 i, j 

 
 

v2 i  1, j 

1 
2r 

 

v2 i , j 

 

v1 i , j  1 

2r 

 

v1 i , j 

 

v2 i  1, j 

2 
2r 

 

v2 i , j 

 

v1 i , j  1 

2r 

 

v1 i , j 

2 

2  3 i , j 

 

(1.21) 

 

 
3 i  1, j 

3 
2r 

 
2 

3 i, j 

3 

 

 
3 i, j  1 

2r 

 
2 

3 i, j 

 

q 
1 i , j 

v1 i, j 
q 

2 i , j 
v2 i, j m3 i, j 

 
3 i, j 

2r2r. 
 

 
 

Если при помощи (1.20) и (1.21) составить лагранжиан дискретной системы, тогда 

выполняя  варьирование  в  вариационном  уравнении  Гамильтона  (1.19),  получим 
 

систему уравнений движения (1.9) частицы под номером i, j . 

Для получения вариационного уравнения Гамильтона для континуальной модели 

атомного монослоя дискретных частиц, лагранжиан L T U (где Т определяется 

формулой (1.20), а U   формулой (1.21)) перепишем так: 

L Lij 2r2r (1.22) 
i j 

и предельным переходом придем к выражению лагранжиана для континуальной 

модели: 
 

L 
1 v

1 2 J  3 

2 

k 
v1 v2 

2 
0 

t t 
0 

t 
5 

x x 
 

2 2 2 2 

k k 
v

1
 v2 k 

v2 v1 
k 

v2 v1

 

2
 

 
(1.23) 

4 5 1 2 3 

x1 x2 x1 x2 x1 x2 

 
2 

k 3 q v q 

 
 
v m dx dx . 

x1   1 

2 

x2    2 3    3 1 2 

 

Если учесть соответствия (1.18), тогда можем утверждать, что лагранжиан (1.23) 

континуальной модели атомного монослоя при плоской задаче одновременно 

представляет из себя лагранжиан плоского напряженного состояния микрополярных 

упругих тонких пластин [28]. 
 

2.Задача изгиба 
 

Рассмотрим случай б), т.е. колебания рассматриваемой среды из плоскости 

 
 

x1 x2 . 

 

При  движении  из  плоскости 
x1 x2 

 

каждая  частица  имеет  три  степени  свободы: 
 

смещение центра масс частицы с номером 
N i, j 

 

по оси 
x3   (трансляционная степень 

 
свободы 

U3 i, j  ) и вращения относительно осей x1    и  x2 
 
, проходящих через центра 

 

масс частицы (ротационные степени свободы 1 i, j 
  и 2 i , j ). 
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d v 

 
 
 

К задаче изгиба атомного монослоя из плоскости x1 x2 
 

относятся 
 

сосредоточенные усилия: 
N

13 i, j  
, N

23 i, j 

 
и сосредоточенные моменты: 

L11 i, j  , L22 i, j  , L12 i, j  , L21 i, j  . 
 
Внешние  сосредоточенные  силы,  действующие  на  атом  с 

 

номером 
i, j 

 

это 
q1 i, j  , q2 i, j  , q3 i, j  , и сосредоточенные моменты- 

m1 i, j  , m2 i, j  . 
 

Уравнения движения атома с номером i, j 
 

 
  

 

будут: 
 

2 
3 i, j   

N
13 i  1, j 

N
13 i, j 

N
23 i, j  1 

N
23 i, j 

q
3 i, j 

m 
dt 

2
 

L
12 i  1, j 

L
12 i, j 

L
22 i, j  1 

L
22 i , j 

N
13 i  1, j  

r N
13 i , j  

r 
 

m m  d 
2

 
2 i, j 2 i, j 2 i , j 

2 2 
q1 i, j  2r J 

dt 
2 

, 

  

 

 
m

1 i, j   

(2.1) 

L L L L N r N r 
21 i, j  1 21 i, j 

 
m

1 i, j    
q 

11 i  1, j 

 

d 2 

2r J 

11 i , j 
 
 

1 i, j   
.
 

23 i , j  1 23 i , j
 2

 

2 
2 i, j   dt 

2
 

Примем следующие обозначения 

N13 i, j 

N13 i, j   
,
 

2r 
N23 i, j 

N23 i, j   
,
 

2r 
L11 i, j 

L11 i, j   
,
 

2r 
L22 i, j 

L22 i, j   
,
 

2r (2.2) 

L12 i, j 

L12 i, j   
,
 

2r 
L21 i, j 

L21 i, j   
.
 

2r 

В новых обозначениях, уравнения движения (2.2)   можем представить в 

следующем виде: 
q d 

2
v 

N N N N   3 i, j  m 3 i,j  

13 i  1, j 13 i, j 23 i, j  1 23 i, j 
, 

2r 2r dt 
2

 

N N m  d 
2

 

L L L L     13 i 1, j  13 i , j      2 i, j  
q r

 J 2 i,j  

(2.3) 
12 i  1, j 11 i, j 22 i, j  1 22 i, j 2 2r 1 i, j  

2 
, 

2r dt 
2

 
2 N

23 i, j  1 
N

23 i, j 
m

1 i, j  

  

J  d 
1 i, j   

L L L L q . 
21 i, j  1 21 i, j 11 i  1, j 11 i, j 

2 2r 
2 i, j 

2r dt 
2

 

 

Теперь  обе  части  каждого  уравнения  из  (2.3)  разделим  на  2r 

движения перепишем в окончательном виде так: 
N N N N q d 

2
v 

 
и  уравнения 

    13 i  1,j 13 i,j  

2r 

    23 i, j 1  23 i , j  

2r 

  3 i , j  

2r2r 

 m   3 i , j  
, 

2r2r dt 
2
 

L L L L N N m d 
2

 

  12 i  1,j 12 i,j     22 i , j 1  22 i , j      13 i 1, j  13 i , j      2 i , j  
q
   J  2 i , j  

 

2r 2r 
 

2 2r2r 
 

1 i, j   
 

2r2r dt 
2

 
2 

, (2.4) 

L
21 i, j  1 

L
21 i, j 

L
11 i  1, j 

L
11 i, j 

N
23 i, j  1 

N
23 i, j 

m
1 i, j 

q 
J d 

1 i, j 
. 

2r 2r 2 2r2r 
2 i, j   

2r2r dt 
2

 

 

Здесь приняты следующие обозначения: 
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q q 

1 2 

5 

5 

 
 
 

~ 
1 i , j 

 

q
1 i, j   

, 
2r 

 

~ 
2 i , j 

 

q
2 i, j   

. 
2r 

 
(2.5) 

Рассматривая  геометрическую  сторону  деформаций  атомного  монослоя  для 
 

сдвигових деформаций в плоскостях 

имеем: 

x1x3    и
 x2 x3 , 

 

а также для изгибов и кручений 

 
 

13 i, j 

v3 i  1, j 

2r 

v3 i, j 
 

2 i, j  , 

 
 

23 i, j 

v3 i, j  1 

2r 

v3 i, j 
 

1 i, j  , 
 

 
11 i, j 

 

 
 

12 i, j 

 

    1i  1,j 1i ,j   
, 
2r 

    2 i  1,j 2 i ,j   
, 
2r 

 
22 i, j 

 

 
 

21 i, j 

 

    2 i ,j  1 2 i ,j   
, 
2r 

 

    1i ,j  1 1i ,j   
.
 

2r 

 

(2.6) 

Физические соотношения между приведенными усилиями и моментами, с одной 

стороны, и деформациями и изгиб-кручениями, с другой стороны, можем представить в 

следующем виде: 
c N c q~ , c N c q~ , 

13 i , j 

L
12 i , j 

L
11 i , j 

1 13 i , j 

k
1   12 i , j 

k
3    11 i , j 

2 1 i, j 

k
2    21 i , j 

, 

k
4    22 i , j  

, 

23 i , j 

L
21 i , 

j 

L
22 i , j 

1 23 i , j 

k
1    21 i, j 

k
3    22 i , j 

2 2 i , j 

k
2    12 i , j 

, 

k
4    11 i, j  

, 

 
(2.7) 

 
где 

системы. 

c1,c2 , k1, k2 , k3 , k4 
 
физические постоянные рассматриваемой атомной 

Если использовать обозначение 
1 

k , 

c1 

тогда физические соотношения (2.7) примут вид: 
N k c q~ , N k c q~ , 

13 i , j 5 13 i , j 2   1 i , j 23 i , j 5 23 i, j 2    2 i , j 

L
11 i , j 

L
12 i , j 

k
3    11 i , j 

k
1   12 i , j 

k
4    22 i , j 

, 

k
2    21 i, j  

, 

L
22 i , j 

L
21 i , j 

k
3    22 i , j 

k
1    21 i , j 

k
4    11 i , j 

, 

k
2    12 i , j  

. 

 

(2.8) 

Полная потенциальная энергия системы (энергия деформаций плюс- потенциал 

внешних усилий и моментов) будет выражаться так: 
2 2 

U 
1 

k 
2  i j 

v
3 i  1, j 

2r 

v
3 i , j 

 

 
2 i , j 

 

c
2
q

1 i , j 

v
3 i, j  1 

k5 

2r 

v
3 i, j 

 

 
1 i , j 

 

c
2
q

2 i , j 

 

2 2 
 

k  
2 i  1, j 2 i, j 

2 

 
2r 

   1 i, j 1  1 i, j 

2r 

 

k1 k2 
   2 i 1, j  2 i , j  

2r 
 
 

k1 k2 

 
2 

   1i,j  1 1i,j 
k
 

2r
  4 

   1 i 1, j  1 i, j 

2r 

 
2 

   2 i, j  1 2 i,j 

2r 

 
 

(2.9) 

 
2 2 

 

k3 k4 
   1 i 1, j  1 i, j  

2r 

 

k3 k4 
    2 i, j 1  2 i, j  

2r 
 

q
3 i, j 

v
3 i, j 

i j 

m
1 i, j 

 
1 i, j 

m
2 i, j 

 
2 i, j 

q
x  i, j  

2r 
 

2 i, j 
q

x   i, j  
2r 1 i, j     

. 
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1 
 

 m dv
3 i , j 

2 

  J   
 d  

1 i , j 

2 

 J   
 d   

2 i , j 

2 2r2r dt 2r2r  dt 2r2r  dt 

 

23 1 2 2 1 2 

1 1 2 13 1 2 

5 

x x 

 
 

Кинетическая энергия системы будет: 
2 2 2 

T 
1 

m 
dv

3 i, j 
d  

1 i, j 

J 
d  

2 i, j 

J , 
 

(2.10) 
2  i j dt dt dt 

 

Гамильтониан системы: L 

 

T U, при помощи (2.9), (2.10), представим так: 
2 

L L 2r2r, L 
ij ij 

i j 
 

2 2 

1 
k
 

2 i j 

v
3 i  1, j 

2r 

v
3 i , j 

 

 
2 i , j 

 

c2q1 i , j 

v
3 i , j  1 

k5 

2r 

v
3 i , j 

 

 
1 i , j 

 

c2q2 i , j 

 

2 2 
 

k  
2 i  1, j 2 i , j 

2 

 
2r 

   1 i, j 1  1 i, j 

2r 

 

k1 k2 
   2 i 1, j  2 i, j  

2r 

 

 
 

(2.11) 

 
k1 k2 

2 

   1i ,j  1 1i,j 
k
 

2r
  4 

   1 i 1, j  1 i, j 

2r 

2 

   2 i, j  1 2 i ,j 

2r 
 

2 2 
 

k3 k4 
   1 i 1, j  1 i, j  

2r 

 

k3 k4 
    2 i, j 1  2 i, j  

2r 
 

q
3 i, j 

m
1 i, j 

m
2 i, j 

q  
i, j 

q   
i, j 

v 
r2r  3 i, j 

 

2r2r 
 

1 i, j 
 

2r2r 
 

1 i, j 
 

2r 2 i, j 
. 

2r 1 i, j 

1 2 

2 
 

 

Выше  была  изложена  структурная  модель  атомного  монослоя  при  изгибной 

деформации. 

Уравнения движения в виде (2.4), геометрические соотношения (2.6) и 

физические соотношения (2.8) молекулярно-динамической модели атомного монослоя 
 

при изгибной деформации из плоскости x
1 
x

2 позволяют перейти к пределу (с учетом 

(1.12), (1.13)) и прийти к континуальной модели. В итоге указанная континуальная 

модель атомного монослоя при изгибной деформации определяется следующей 

системой уравнений: 

Уравнения движения 
N x , x ,t N x , x ,t d 

2
v x , x ,t 

       13     1    2  23     1    2   

x1 x2 

q3    x1, x2 ,t 0   3      1     2  , 
dt

2
 

L11 x1, x2 , t L21 
x

1
, x

2 
, t 

N x , x , t q x , x ,t 

x1 x2 

d 2 

m1    x1 , x2 , t J0 

 
 

1    x1 , x2 , t  
,
 

dt 
2

 

 

 
 

(2.12) 

L12 
x1 , x2 , t L22 

x
1 
, x

2 
, t 

q x , x , t N x , x , t 

x1 x2 

d 2 

m2    x1 , x2 , t J0 

 
 

2    x1 , x2 , t  
;
 

dt 
2

 

 

Соотношения упругости 
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1 

x 

x 

c 
1 2 

 
 

N 
1 

x , x , t 
c2  q x , x , t  , N 

1
 
 

x , x , t 
c2  q x , x , t  , 

13 13 1 2 1 1 2 23 23 1 2 2 1 2 
 
 

L11 

L12 

c1 

k3    11 
 

k1   12 

c1 

x1 , x2 , t k4    22 

 

x1 , x2 , t k2    21 

 
 

x1 , x2 , t 

x1 , x2 , t 

 
 

, L22 

 

, L21 

c1 

k3    22 
 

k1    21 

c1 

x1 , x2 , t k4    11 

 

x1 , x2 , t k2    12 

 
 

x1 , x2 ,t  , 
 

x1 , x2 , t  ; 

 
(2.13) 

Геометрические соотношения 

v
3 i  1, j 

v
3 i , j 

,  v3   x1 , x2 , t 
x , x , t  ,

 

13 i , j 
2r

 
2 i , j 13 i , j 2 1 2 

1 

v
3 i , j  1 

v
3 i , j 

, v3    x1 , x2 , t 
x , x , t  ,

 
 

(2.14) 

23 i , j 
2r

 
1 i , j 23 i , j 1 1 2 

2 

1    x1, x2 , t  
,
 2    x1, x2 , t  

,
 2    x1, x2 , t  

,
 1    x1 , x2 , t  

.
 

11 22 12 21 

x1 x2 x1 x2 

Полученная  система  уравнений  (2.12)-(2.14)  континуальной  модели  атомного 
 

монослоя  при  изгибной  деформации  от  плоскости x
1 
x

2 полностью   совпадает   с 

системой уравнений изгибной деформации микрополярной упругой тонкой пластинки 

при изгибной деформации [27] и, между физическими постоянными атомной системы и 

упругими постоянными пластинки (умноженные на 

связи: 

2h ), можно установить следующие 

4 
2h, c 

4 
, k3 

2 

2 
2h, k4 

2 

 

2h, 
 
 

(2.15) 

k1 2h, k2 2h. 

Предельным переходом в выражении функции Гамильтона дискретной системы: 

Lij 2r2r 
i j 

с учетом (2.11), перейдем к выражению функции Гамильтона для континуальной 

системы атомного монослоя: 
2 2 2 

2
 

L 
1 v

3 J 1 J  2 k 
v

3 c q 

2 
0 

t 
0 

t 
0 

t 
5 

x 
2 2   1 

2 2 2 2 

k 
v3 c q k 2 1 k k 2 k k  1 (2.16 

5 1 2   2 2 1 2 1 2 

x2 x1 x2 x
1 

x
2 ) 

2 2 2 

k 1 2 k k 1 k
 
k 

2 q v m m q q dx dx . 

4 
x  x 3 4

  x
 3 4

  x
 3  3 1   1 2    2 x1       2 x2      1 1 2 

1 2 1 2 

Заключение 

В работе с учетом моментного взаимодействия между атомами и, что не имеет 

место центральное силовое взаимодействие, построена дискретная модель атомного 

монослоя при плоской деформации и при изгибной деформации. Предельными 

переходами построены континуальные модели атомного монослоя и плоской 

деформации и при изгибной деформации. Установлено, что для плоской задачи 

атомного монослоя континуальная модель совпадает с моделью плоского 

напряженного состояния микрополярных упругих тонких пластин, а при изгибной 

деформации - с моделью изгибной деформации микрополярных упругих тонких 

пластин.   В   двух   рассмотренных   задачах   получены   формулы,   связывающие 
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физические постоянные дискретной задачи атомного монослоя с упругими 

постоянными прикладной теории микрополярных пластин. 
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