
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

МЕХАНИКА 
МАТЕРИАЛОВ 

 
 

Курс лекций 
 
 
 
 
 
 

Витебский государственный технологический университет



 
 

МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ РЕСПУБЛИКИ БЕЛАРУСЬ 
УЧРЕЖДЕНИЕ ОБРАЗОВАНИЯ 

"ВИТЕБСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИЙ 
УНИВЕРСИТЕТ" 

 
 
 

Г.Н. Федосеев, В.Н. Сакевич  
 

 
 
 
 
 
 
 
 

МЕХАНИКА МАТЕРИАЛОВ 
 
 

КУРС  ЛЕКЦИЙ 
 
 

для студентов специальностей 1-36 01 01 "Технология машиностроения", 
1-36 01 03 "Технологическое оборудование машиностроительного 

производства", 
1-36 01 04 "Оборудование и технологии высокоэффективных процессов 

обработки материалов" 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Витебск 
2012 

Витебский государственный технологический университет



 
 

УДК 539.3/.6(075.8) 
ББК 22.2 
Ф 33 

 
 
Рецензент : Ольшанский В. И., кандидат технических наук, 

заведующий кафедрой "Технология и оборудование 
машиностроительного производства". 

 
 
Рекомендовано к изданию редакционно-издательским советом  

УО "ВГТУ", протокол №  8 от 30.11.
 

 2011. 

 
 

Ф 33 Федосеев, Г. Н. Механика материалов : курс лекций / Г. Н. 
Федосеев,  В. Н. Сакевич. – Витебск : УО «ВГТУ», 2011. – 182 с. 

 
ISBN 978-985-481-265-6 

 
 
 
 
В курсе лекций приводятся основные положения и уравнения 

теории упругости, теория напряженно-деформированного состояния 
стержневых систем и толстостенных цилиндров, теория устойчивости 
сжатых стержней, элементы теории колебаний стержневых систем. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
УДК 539.3/.6 (075.8) 
ББК 22.2 

 
 
 
ISBN 978-985-481-265-6  © Федосеев Г.Н.  

    Сакевич В.Н., 2012  
© УО "ВГТУ", 2012 

Витебский государственный технологический университет



3 

Содержание 
Предисловие   4 
1.  Напряженное состояние в точке   5 
2.  Внутренние силовые факторы (ВСФ) в поперечном сечении 

бруса 
 

  8 
3.  Выражение внутренних силовых факторов (ВСФ) через 

напряжения 
 

 12 
4.  Гипотеза плоских сечений  16 
5.  Геометрические характеристики поперечного сечения и 

формула для нормальных напряжений, действующих в нем 
 

 20 
6.  Растяжение (сжатие) бруса: напряжения и деформации  24 
7.  Статически неопределимые стержневые системы, работающие 

на растяжение (сжатие) 
 

 28 
8.  Монтажная и температурная задачи на примере стержневых 

систем, работающих на растяжение (сжатие) 
 

 32 
9.  Прямой изгиб балки из материала, одинаково 

сопротивляющегося растяжению и сжатию 
 

 36 
10.  Прямой изгиб балки из материала, различно 

сопротивляющегося растяжению и сжатию 
 

 40 
11.  Сложное сопротивление: косой изгиб, внецентренное 

растяжение 
 

 45 
12.  Касательные напряжения при прямом поперечном изгибе  51 
13.  Плоское напряженное состояние  59 
14.  Круг Мора для напряжений  65 
15.  Объемное напряженное состояние  70 
16.  Гипотеза прочности Треска – Сен – Венана и ее обобщение по 

Морe 
 

 75 
17.  Универсальное уравнение упругой кривой  82 
18.  Обобщенный закон Гука  89 
19.  Кручение круглого бруса  97 
20.  Гидродинамическая аналогия в теории кручения 102 
21.  Теорема о взаимности работ 108 
22.  Удельная потенциальная энергия упругих деформаций 113 
23.  Потенциальная энергия упругих деформаций бруса 119 
24.  Метод сил 125 
25.  Свободные колебания линейно-упругих систем 132 
26.  Динамические напряжения 142 
27.  Устойчивость равновесия упругих сжатых стержней 150 
28.  Продольный и продольно-поперечный изгиб 157 
29.  Осесимметричная задача Ламе о толстостенном цилиндре 166 
30.  Составные цилиндры 174 
Литература 181 
 

Витебский государственный технологический университет



4 
 

ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
 
Курс лекций написан на основе многолетнего опыта преподавания 

сопротивления материалов (потом механики материалов) на кафедре 
сопротивления материалов и деталей машин (сейчас кафедра механики) 
Витебского государственного технологического университета. В курсе 
изложены теория простых деформаций стержня (растяжения – сжатия, 
изгиба, кручения), сложного сопротивления (косого изгиба, 
внецентренного растяжения – сжатия), теория напряженно-
деформированного состояния упругого тела, гипотезы прочности, 
теория статически неопределимых систем, свободные и вынужденные 
колебания упругих систем, устойчивость равновесия сжатых стержней, 
их продольно-поперечный изгиб, осесимметричная задача Ламе. 

Лекции сопровождаются тестами и комментариями к ним. 
Лекторы признательны рецензенту профессору В.Н. 

Ольшанскому и редактору доценту А.А. Калинину. Сердечная 
благодарность Екатерине Сергеевне Максимович и Евгению 
Николаевичу Ильюшенко, набравшим рукопись. 

Все замечания и предложения будут приняты лекторами с 
благодарностью. Письма просим присылать по адресу 
igsakevich@yandex.ru. 

Витебский государственный технологический университет
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1 Напряженное состояние в точке 
Если мысленно

cp
Fp ∆

=
∆Α

 рассечь тело (рис. 1.1) и отбросить, например, 
его левую часть, в сечении «откроются» внутренние силы – силы дейст-
вия отброшенной левой части тела на правую. Пусть на площадку ΔА – 
окрестность точки В на рисунке 1.1 – действует внутренняя сила ΔF . 
Среднее напряжение в пределах площадки ΔА 

; 

если контур площадки стягивать к точке В, получим в пределе напря-
жение в точке В: 

0
limB

A

Fp
A∆ →

∆
=

∆
.                                             (1.1) 

Проведем через точку В другую плоскость (показана на рисунке 
1.1 штрихами), ориентация площадки ΔА станет другой, другой будет 
внутренняя сила ΔF – другим будет напряжение (1.1). 

Напряжение в точке (1.1) принято разлагать (рис. 1.2) на состав-
ляющие – нормальное напряжение σ и касательное напряжение τ. 

Совокупность всех нормальных и касательных напряжений на 
всех площадках, содержащих точку, называется напряженным состоя-
нием в точке. Напряженное состояние вполне определяется, если из-
вестны напряжения (рис. 1.4) на трех взаимно перпендикулярных пло-
щадках, содержащих точку (или взятых в бесконечной близости от точ-
ки – на гранях бесконечно малого параллелепипеда – элемента). Ука-
занные напряжения образуют симметричную матрицу 3×3 (рис.  1.3). 
Всякая строка матрицы (рис. 1.3) содержит напряжения, параллельные 
координатной оси, всякий столбец – напряжения, действующие на од-
ной грани элемента (перпендикулярной к координатной оси). 

1.1 Как изменяется 
Тестирование 

в общем случае

Варианты ответа 

 напряжение (1.1), если из 
пучка плоскостей, проходящих через точку В, выбрать другую плос-
кость – отличную от изображенной на рисунке 1.1? 

1. Напряжение (1.1) изменяется только по величине. 
2. Напряжение (1.1) изменяется только по направлению. 
3. Напряжение (1.1) изменяется в общем случае по величине и 

направлению. 
1.2 Какие из равенств, относящихся к напряжениям на рисунке 

1.2: 1) p σ τ= + , 2) p σ τ
→ → →

= + , 3) 2 2p σ τ= +  верные? 
 

Варианты ответа 
1. Верно равенство 2. 
2. Верны равенства 2 и 3. 
3. Верны равенства 1 и 2. 

Витебский государственный технологический университет
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Рисунок 1.1 – К определению напряжения в точке В 
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σ τ τ

τ σ τ

τ τ σ
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Рисунок 1.2 – Напряжения в точке В                Рисунок 1.3 – Матрица  
напряжений 

 

 
 

Рисунок 1.4 – Напряжения на гранях элемента 
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1.1 Пусть через точку В проведена другая плоскость, отличная от 
проведенной на рисунке 1.1. Внутренние силы, действующие в пределах 
сечения этой плоскостью, вообще говоря, другие – и по величине, и по 
направлению. Другим (по величине и направлению) будет напряжение 
(1.1). 

Комментарии 

В частном случае растяжения бруса (рис. 1.5) напряжение в точке 
В. 

 
Рисунок 1.5 – Растяжение бруса 

 
cos cos

/ cosB B
F Fp

A A
α σ α

α
= = =  

(А – площадь поперечного сечения бруса) изменяется только по величи-
не. В частном случае тела, нагруженного давлением, равномерно рас-
пределенным (рис. 1.6) по его поверхности, напряжение в точке В, нор-
мальное к площадке, изменяется только по направлению. Правильный 
ответ – 3. 

 
 

Рисунок 1.6 – Тело под давлением 
 
1.2 Напряжение рВ на рисунке 1.2 – геометрическая сумма нор-

мального напряжения σ и касательного напряжения τ – взаимно 
перпендикулярных составляющих напряжения рВ. Первое утверждение 

Витебский государственный технологический университет
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тождественно равенству 2, второе дает равенство 3. Правильный ответ – 
2. 

Витебский государственный технологический университет
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2 Внутренние силовые факторы (ВСФ) в поперечном  
сечении бруса 

Рассечем (рис. 2.1) брус (мысленно) плоскостью, перпендику-
лярной к его оси z. Силы, действующие на брус, разделятся на «левые» 
и «правые». Если действующие силы находятся в равновесии, силы и 
моменты Rлев , Млев ,Rправ , Мправ

«Левые» силы, действуя на левую часть бруса, «передаются» 
правой части через посредство внутренних сил в поперечном сечении на 
рисунке 2.1. Результат их приведения к центру тяжести сечения С сов-
падет с силой и моментом, к которым приводятся «левые» силы; они 
равны сумме «левых» сил и сумме моментов «левых» сил: величины их 
составляющих на рисунке 2.2, полученные в главных центральных (ес-
тественных) осях, 

 , к которым они приводятся (рис. 2.1), 
равны по величине и противоположны по направлению. 

, , ;

( ), ( ), ( )

ëåâ ëåâ ëåâ
z z x x y y

ëåâ ëåâ ëåâ
z z x x y y

N F Q F Q F

M m F M m F M m F

= Σ = Σ = Σ

= Σ = Σ = Σ
                            (2.1) 

называются, соответственно, продольной и поперечными силами, кру-
тящим и изгибающими моментами – внутренними силовыми факторами 
(ВСФ). 

Понятно, что суммы проекций и моментов «левых» сил в выра-
жениях (2.1) могут быть заменены равными по величине суммами про-
екций и моментов «правых» сил. Однако знаки их противоположны. 
Знаки ВСФ назначаются соответственно простым деформациям бруса, в 
которых они действуют (рис. 2.3). Продольная сила, например, считает-
ся положительной, если отвечает растяжению бруса; изгибающий мо-
мент на рисунке 2.3 считается положительным, если верхние «волокна» 
при прямом изгибе бруса сжаты, нижние растянуты, продольная ось ис-
кривлена выпуклостью вниз. 

2.1 Являются ли сила N и момент М
Тестирование  

x на рисунках 2.4 и 2.5 внут-
ренними силовыми факторами? 

 
Рисунок 2.4 – Результат приведения внутренних сил к точке А 

Витебский государственный технологический университет
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Рисунок 2.1 – Приведение «левых» и «правых» сил 
 

 
 

Рисунок 2.2 – Внутренние силовые факторы 
 

 
Рисунок 2.3 – Растяжение и прямой изгиб бруса 

 
 

Ñ

z

Витебский государственный технологический университет
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Рисунок 2.5 – Результат приведения внутренних сил к точке С 

 
Варианты ответа 

1. И сила сила N, и момент Мx 

2. И сила N, и момент М

не являются внутренними сило-
выми факторами. 

x

3. Сила N  не является внутренним силовым фактором, момент 
М

 являются внутренними силовыми 
факторами. 

x
 

 – внутренний силовой фактор. 

2.2 Какой из внутренних силовых факторов в квадратном попе-
речном сечении бруса на рисунке 2.6 отличен от нуля? 

 
Рисунок 2.6 – К вычислению внутренних силовых факторов 

 
Варианты ответа 

1. Продольная сила Nz
2. Крутящий момент M

. 
z

3. Изгибающий момент М
. 

х. 

Витебский государственный технологический университет
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2.1 Внутренние силовые факторы – величины составляющих си-
лы и момента – результатов приведения внутренних сил в поперечном 
сечении (или внешних сил, действующих по одну сторону поперечного 
сечения) к его центру тяжести С – началу естественных (главных цен-
тральных) осей. Сила N на рисунке 2.4 – результат приведения к верши-
не А угла сечения, она – не ВСФ. ВСФ показаны штриховыми стрелка-
ми. 

Комментарии  

 
Пару сил с моментом m, действующую на левую часть бруса на рисунке 
2.5, можно перенести в любую параллельную ей плоскость, в частности, 
в главную плоскость инерции zCy, – представив ее моментом Мх

Верен ответ 3. 
 – ВСФ. 

2.2 Все внешние силы на рисунке 2.6 образуют пары сил, т. е. 
суммы их проекций (2.1) на любую из главных центральных осей инер-
ции равны нулю – ответ 1 не верен. Равные по величине моменты в 
плоскостях, параллельных плоскости zCy, противоположны по направ-
лению: Мх Fâ = 0. Перенос скручивающей пары с моментом  в плос-
кость поперечного сечения даст крутящий момент (показан штриховой 
стрелкой). Верен ответ 2.  

 

Витебский государственный технологический университет
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3 Выражение внутренних силовых факторов (ВСФ) через 

напряжения 
Пусть на площадке dА поперечного сечения бруса действует 

(рис. 3.1) напряжение, представленное тремя составляющими: нормаль-
ным напряжением σ и двумя касательными напряжениями τxz и τyz

dN

. 
Внутренние силы, действующие на площадку, получаются умножением 
напряжений на площадь dА: 

z= σdA, dQx= τxzdA, dQy= τyz
 

dA.                                      (3.1) 

Силы (3.1) показаны на рисунке 3.2. 
ВСФ – результат приведения внутренних сил (3.1) к центру тя-

жести сечения – началу естественных (главных центральных) осей. 
Продольная сила Nz и поперечные силы Qx и Qy

, , ;

, , .

z z x x y y
A A A

z x xz y yz
A A A

N dN Q dQ Q dQ

N dA Q dA Q dAσ τ τ

= = =

= = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 равны суммам – инте-
гралам проекций бесконечно малых сил (3.1) на продольную ось z и 
главные центральные оси инерции сечения х и у: 

                                           (3.2) 

 
Крутящий момент Мz и изгибающие моменты Мх и Му равны 

суммам – интегралам моментов сил (3.1) относительно осей z, x и y. 
Моменты сил dNz, параллельных оси z, относительно оси z равны нулю; 
отличны от нуля моменты сил dQx и dQy

[( ) ( ) ] ( ) .z x y xz yz
A A

M dQ y dQ x dA y x dAτ τ= − = −∫ ∫

, положительные, если эти силы 
поворачивают (рис. 3.3) поперечное сечение вокруг оси z по ходу часо-
вой стрелки: крутящий момент 

 

Моменты сил dQx и dQy, действующих в плоскости сечения хСу, 
относительно осей х и у равны нулю; отличны от нуля моменты сил dNz

( ) , ( ) .x z y z
A A A A

M dN y ydA M dN x xdAσ σ= − = − = − = −∫ ∫ ∫ ∫

, 
положительные, если эти силы, поворачивая поперечное сечение вокруг 
осей х и у, «вдавливают» (рис. 3.3) его первый квадрант в отсеченную 
часть бруса: 

                   (3.3) 

 
 

3.1 Нормальные напряжения в прямоугольном поперечном сечении 
бруса показаны на рисунке 3.4. Какой из вариантов ВСФ правильный? 

Тестирование  

1. 0zN = , < 0Mx , > 0yM . 2. < 0zN , > 0Mx , < 0yM . 3. > 0zN , = 0Mx , 
= 0yM . 

Витебский государственный технологический университет
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Рисунок 3.1 – Напряжения на бесконечно малой площадке поперечного 

сечения бруса 
 

 
Рисунок 3.2 – Внутренние силы, действующие на площадку dA 

поперечного сечения бруса 
 

 
Рисунок 3.3 – Внутренние силы (рис. 3.2) и внутренние силовые 

факторы в поперечном сечении бруса 
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Рисунок 3.4 – Нормальные напряжения в поперечном сечении 
бруса 

 
3.2 На рисунке 3.5 показаны нормальные напряжения в круглом 

поперечном сечении. Какой из вариантов ВСФ правильный? 
 
1. 0zN = , > 0Mx . 2. < 0zN , = 0Mx . 3. > 0zN , = 0Mx . 
 

 
 
Рисунок 3.5 – Нормальные напряжения в поперечном сечении круглого 

бруса 
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3.1 Продольная сила (3.2) 
Комментарии  

> 0,z
A A

N dA dA Aσ σ σ= = =∫ ∫  

так как растягивающие нормальные напряжения, показанные на рисун-
ке 3.4, считаются положительными. Изгибающий момент (3.3) 

 
,x x

A A

M ydA ydA Sσ σ σ= − = − = −∫ ∫  

где x
A

S ydA= ∫  – статический момент сечения относительно центральной 

на рисунке оси х (равен 0!), т. е. Мх = 0. Аналогично этому Му

3.2 Продольная сила (3.2) на рисунке 3.5 

 = 0. Ответ 
3 – правильный. 

 

2 2

( ) 0;z
A A

N dA dAσ σ= − + =∫ ∫  

изгибающий момент 
2

2 2 2

( ) ( ) 2 2 > 0.A
x x

A A A

M ydA y dA ydA Sσ σ σ σ= − − − − = =∫ ∫ ∫  

Интеграл по площади А представлен здесь суммой интегралов по 
площадям А/2 верхнего и нижнего полукругов – статических моментов 
полукругов. Изгибающий момент Му = 0 – ввиду симметрии внутренних 
сил относительно оси у. Правильный ответ 1. 

Витебский государственный технологический университет
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4 Гипотеза плоских сечений 
Нанесем на поверхность бруса (рис. 4.1, 4.2) взаимно перпенди-

кулярные линии – риски. Если брус подвергнуть растяжению (рис. 4.1), 
поперечные риски останутся прямолинейными и перпендикулярными к 
прямолинейным продольным; если брус подвергнуть прямому изгибу 
(рис. 4.2), поперечные риски останутся прямолинейными, пересекаясь с 
искривленными продольными под прямыми углами

Можно предположить, что при растяжении (сжатии), прямом из-
гибе бруса и наложениях этих простых деформаций его поперечные се-
чения остаются плоскими и перпендикулярными к прямолинейной (или 
искривленной) продольной оси бруса. 

. 

Рассмотрим бесконечно короткий деформированный элемент 
бруса (рис. 4.3) – его передний торец (поперечное сечение бруса) АВDЕ 
сместился и повернулся относительно заднего А0В0D0Е0, заняв положе-
ние А1В1D1Е1. Его произвольное продольное волокно К0К получило уд-
линение КК1, или Δ(dz). Его можно рассматривать как результат посту-
пательного продольного перемещения сечения АВDЕ на расстояние 
ОО1 (равное удлинению Δ0(dz) волокна О0О) и поворотов вокруг осей u 
и v на углы dφu и dφv

1 1( ) ( ) ( )u vKK dz OO d v d uϕ ϕ= ∆ = − −

, «вдавливающих» первый квадрант сечения в эле-
мент. Если u и v – прямоугольные координаты точки К, удлинение 

 
– см. поворот плоскости АВDЕ вокруг оси u, изображенный на рисунке 
4.3 справа от деформированного элемента бруса, и соответствующее 
смещение точки К этой плоскости, параллельное оси w (параллельной 
продольной оси бруса). 

Относительное удлинение волокна К0
( ) ,dz mu nv l
dz

ε ∆
= = + +

К 
                                (4.1) 

где введены обозначения 
01

0
( ), , .v ud d dzOOm n l

dz dz dz dz
ϕ ϕ ε∆

= − = − = = =  

Воспользуемся законом Гука 
Eσ ε=                                              (4.2) 

(Е – модуль Юнга материала бруса): линейная функция (4.1) даст ли-
нейное выражение 

.Mu Nv Lσ = + +                                       (4.3) 
Если напряжение σ откладывать параллельно оси w (рис. 4.3), уравнение 
(4.3) – уравнение плоскости – пространственной эпюры напряжений. 
Плоскость (4.3) пересекает плоскость АВDЕ по нейтральной линии – 
прямой 

0.Mu Nv L+ + =  
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Рисунок 4.1 – Поперечные и продольные риски на поверхности 
растянутого бруса 

 

 
 

Рисунок 4.2 – Поперечные и продольные риски на поверхности  
изогнутого бруса 

 
 

 
 

Рисунок 4.3 – Деформированный бесконечно короткий элемент бруса 
 
 

Витебский государственный технологический университет



 19 

Тестирование
4.1 На рисунке 4.4 показано внецентренное растяжение бруса. 

Останутся ли поперечные риски на его поверхности прямолинейными?  

  

 
Рисунок 4.4 – Внецентренное растяжение бруса 

 
Варианты ответа 
1. Не останутся. 
2. Останутся. 
3. Останется прямолинейной только средняя риска ОО (в плос-

кости симметрии бруса). 
4.2 На рисунке 4.5 показано поступательное продольное смеще-

ние и поворот вокруг оси х, перпендикулярной плоскости рисунка, по-
перечного сечения бруса (относительно другого бесконечного близкого 
сечения). Какое из выражений дает правильную величину относитель-
ного удлинения произвольного волокна К0

Варианты ответа 
К (показанного штрихами)? 

 
1. c nyε ε= − − . 

 
 

2. c nyε ε= − . 
 
 

3. c nyε ε= + . 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 4.5 – Смещение и поворот сечения бруса 
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Комментарии
4.1 Показанное на рисунке 4.4 внецентренное растяжение есть 

результат наложения прямого изгиба (рис. 4.2) на растяжение (рис. 4.1) 
силами, действующими вдоль оси бруса. В этих частных случаях попе-
речные риски остаются прямолинейными. Они останутся прямолиней-
ными и в наложении указанных частных случаев. 

  

 

 
4.2 Третье слагаемое в формуле (4.1) в приложении к рисунку 4.5 

приобретает вид 
1 ( )c

c
dzCCl

dz dz
ε∆

= − = = , 

(ΔRсR(dz) и εRсR здесь – укорочения: ΔRсR(dz) = - ССR1R, εRсR = - ׀εRсR׀). 
Нижняя часть сечения на рисунке 4.5, где ординаты его точек 

положительные, «вдавливается» в элемент, т. е. угол dφRxR > 0. Относи-
тельная деформация (укорочение) волокна на рисунке 4.5 

1 ( ) ,xd yCC
dz dz

ϕε = − −  

или, в обозначениях формулы (4.1), 
.c nyε ε= +                                        (4.4) 

На рисунке представлена ситуация, когда волокно КR0RК удлиня-
ется. Тогда 

1 1 ( ) ,x xd y dCC CC y
dz dz dz dz

ϕ ϕε = − = + −  

опять же получается формула 
(4.4). Вообще, чтобы не оши-
биться в расстановке знаков, все 
величины в формуле следует 
изобразить на рисунке положи-
тельными – формула будет вер-
ной при любых знаках входящих 
в нее величин. 
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5 Геометрические характеристики поперечного сечения и 
формула для нормальных напряжений, действующих в нем 

Используем формулу (4.3) 
Mu Nv Lσ = + +  

в выражениях, аналогичных выражениям (3.2, 3.3): 

2

2

,

,

.

w
A A A A

u
A A A A

v
A A A A

N dA M udA N vdA L dA

M vdA M uvdA N v dA L vdA

M udA M u dA N uvdA L udA

σ

σ

σ

= = + +

− = = + +

− = = + +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

                           (5.1) 

Интегралы в правых частях равенств (5.1) зависят от размеров и 
формы поперечного сечения бруса. Перейдем в этих равенствах к цен-
тральным осям х и у (рис. 5.1). Статические моменты относительно цен-
тральных осей 

( ) 0,

( ) 0.

u
x u u u

A A A A

v
y v v v

A A A A

SS ydA v S A dA vdA dA S S
A

SS xdA u S A dA udA dA S S
A

= = − = − = − =

= = − = − = − =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
               (5.2) 

Статические моменты (5.2) исчезнут из выражений (5.1). 
Положим, что ось у сечения – ось его симметрии (рис. 5.2). Цен-

тробежный момент инерции сечения, каждому из элементов площади 
которого найдется симметричный – его зеркальное отражение 

1 2 1 1

1 1 2 2 1 1 1 1( ) 0.xy
A A A A A

I xydA x y dA x y dA x y dA x y dA= = + = + − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫                (5.3) 

Центробежный момент инерции (5.3) исчезнет из выражений (5.1). Оси 
х и у симметричного сечения – частный случай главных осей. 

Если оси х и у не только главные, но и центральные, из выраже-
ний (5.1) исчезают статические моменты Sх, Sу (5.2) и центробежный 
момент Iху

2 2, , :,

0 0 , 0 0, 0 0.

x y
A A A

z x x y y

A dA I y dA I x dA

N M N LA M M NI L M MI N L

= = =

= ⋅ + ⋅ + − = ⋅ + + ⋅ − = + ⋅ + ⋅

∫ ∫ ∫

 (5.3). Остаются площадь сечения и главные центральные мо-
менты инерции 

 

Нормальные напряжения (4.3) находятся по формуле 

.y x z

y x

M M Nx y
I I A

σ = − − +                                                    (5.4) 

В простых деформациях бруса действует один ВСФ: при растя-
жении (сжатии) (см. рисунок 5.3) 

;zN
A

σ =  

при чистом прямом изгибе (см. рисунок 5.4) 
.x

x

M y
I

σ = −  
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Рисунок 5.1 – К вычислению             Рисунок 5.2 – К вычислению 
центральных статических      центробежного момента 

моментов       инерции симметричного  
сечения 

  

           
 
Рисунок 5.3 – Нормальные           Рисунок 5.4 – Нормальные напряжения 

напряжения при                     при прямом изгибе 
растяжении     

 
 

Рисунок 5.5 – Косой изгиб 
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В сложной деформации, например, при косом изгибе (рис. 5.5) 
yx

x y

MM y x
I I

σ = − − . 

В сложной деформации каждый из ВСФ действует независимо 
от других. Каждый из них находится как сумма проекций (моментов) 
внешних сил, каждая из которых учитывается опять же независимо от 
других. Следовательно, напряжения (5.4); деформации, определяемые 
по закону Гука (4.2), и, как увидим в дальнейшем, перемещения от 
группы сил численно равны суммам напряжений, деформаций, переме-
щений от каждой из сил в отдельности. Это принцип независимости 
действия сил. 

Тестирование
5.1 Являются ли при α ≠ 0 центральные оси u и v, показанные на 

рисунке 5.6, главными осями инерции сечения? 

   

Варианты ответа 
 
 
1. Не являются. 

 
 

2. Являются при α = 45о

 
. 

 
3. Являются. 

 
 

Рисунок 5.6 – Центральные оси квадратного сечения 
 
5.2 Оси х и у, показанные на рисунке 5.7, – главные центральные 

оси поперечного сечения круглого бруса. Внутренние силы приводятся 
к равнодействующей, приложенной в точке Р. Сколько слагаемых со-
хранится в формуле (5.4)? 

 
Варианты ответа 
 
1. Одно. 

 
 

2. Два. 
 
 

3. Три. 
 

Рисунок 5.7 – Внецентренное растяжение 
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Комментарии
5.1 Оси u и v делят квадратное сечение на 4 части, каждая из ко-

торых совмещается с соседкой поворотом на 90

  

о

 

. Координаты элемен-
тов площади преобразуются при этом повороте по формулам 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Центробежный момент инерции 

1 2 3 4

1 1 1 1

1 1 2 2 3 3 4 4

1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( )( ) ( ) 0

uv
A A A A A

A A A A

I uvdA u v dA u v dA u v dA u v dA

u v dA v u dA u v dA v u dA

= = + + + =

= + − + − − + − =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

– при любом значении угла α (рис. 5.6) центральные оси u и v – главные. 
Верен ответ 3. 

5.2 Если равнодействующую F на рисунке 5.7 привести к центру 
тяжести сечения С, найдем ВСФ: продольную силу Nz и изгибающий 
момент Му (отрицательный, ибо отвечает растяжению первой коорди-
натной четверти сечения). В формуле (5.4) сохраняется два слагаемых – 
первое и третье. Верен ответ 2. 

 
 

2 1 2 1 3 1 3 1

4 1 4 1

, ; , ;
, .

v u u v v v u u
v u u v
= = − = − = −
= − =

u
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6 Растяжение (сжатие) бруса: напряжения и деформации 
Нормальные напряжения в поперечном сечении бруса определя-

ются по формуле (5.4) 

.y x z

y x

M M Nx y
I I A

σ = − − +                                (6.1) 

В простой деформации растяжения (сжатия) действует (рис. 6.1) 
только продольная сила Nz

.zN F
A A

σ = =

. Формула (6.1) дает напряжения, равномерно 
распределенные по сечению 

                                        (6.2) 

Соответственно, относительные удлинения всех продольных во-
локон одинаковы: по закону Гука (4.2) и формуле (6.2) 

.zN F
E EA EA
σε = = =                                     (6.3) 

Удлинение бруса Δl сопровождается (рис. 6.2) сужением â∆ , от-
носительная поперечная деформация 

,â
â

ε µε∆′ = = −                                      (6.4) 

где μ – коэффициент Пуассона. Через модуль Юнга Е и коэффициент 
Пуассона в соотношении Пуассона (6.4) выражаются все другие упру-
гие константы изотропного материала. 

Закон Гука (6.3) дает возможность найти удлинение Δl (рис. 6.2) 
бруса в целом: удлинение бесконечно короткого элемента бруса 

( ) ;zN dz Fdzdz dz
EA EA

ε∆ = = =  

после интегрирования 

0

l
zN dzl

EA
∆ = ∫  

найдем удлинение бруса на рисунке 6.2: 
,Fl Fl

EA ñ
∆ = =                                       (6.5) 

где с = ЕА / l – жесткость бруса в целом, а также удлинение i-го участка 
бруса длиной l на рисунке 6.3: 

zi i i i
i

i

N l ll
EA E

σ
∆ = =                                      (6.6) 

(предполагается, что напряжение σi 

Брус на рисунке 6.3 разделяется на три участка, в пределах кото-
рых напряжения σ не изменяются. Используя формулу (6.6), найдем уд-
линение бруса в целом: 

 не изменяется по длине i-го участ-
ка). 

2 0,5
0,5

F F Fl l l FlA A Al
E E E EA

− ⋅
∆ = + + = −  

– укорочение бруса. 
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Рисунок 6.1 – Напряжения при растяжении 
 
 
 

 
 

Рисунок 6.2 – Эффект Пуассона 
 
 
 

    
 
Рисунок 6.3 – Эпюры продольной            Рисунок 6.4 – К использованию   
 силы и нормальных напряжений     принципа независимости 

                   действия сил 
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Используя принцип независимости действия сил и формулу 
(6.5), найдем удлинения бруса от каждой из сил (рис. 6.4) в отдельности: 

1 1 2
1 2

2 2 , 2,5 ;
2 2

Fl F l Fl F l Fll l
EA E A EA E A EA

∆ = + = ∆ = − = −  

удлинение бруса от обеих сил 

1 2 0,5 .Fll l l
EA

∆ = ∆ + ∆ = −  

Положим, что брус на рисунках 6.3 и 6.4 изготовлен из материа-
ла, различно сопротивляющегося растяжению (допускаемое напряжение 
[σ]p = [σ]) и сжатию (допускаемое напряжение [σ]с

max [ ],p F Aσ σ= ≤

 = 3[σ]). Условие 
прочности растянутого участка бруса (см. эпюру σ на рисунке 6.3) 

                                                     (6.7) 
откуда допускаемая нагрузка [F] = [σ]A. Условие прочности на сжатие 

max 2 3[ ],c F Aσ σ= ≤                                                    (6.8) 
соответственно, допускаемая нагрузка [F] = 1,5[σ]A. Требуя выполнения 
обоих условий прочности (6.7) и (6.8), найдем допускаемую нагрузку 
как меньшую из двух найденных: [F] = [σ]A. 

 
Тестирование
6.1 Возможно ли найти напряжения в стержне 1 (рис. 6.5), ис-

пользуя принцип независимости действия сил? 

  

 
Варианты ответа 

 
1. Возможно. 

 
2. Не возможно. 

 
3. Возможно, если силы 
F1 и F2
ной точке, составляя силу 

 приложены в од-

1 2F F F= +  
 

Рисунок 6.5 – Абсолютно жесткий брус на упругих тягах 1 и 2 
 

6.2 Каково условие равнопрочности бруса на рисунке 6.3 на рас-
тяжение и сжатие? 
Варианты ответа 
1. Равные допускаемые напряжения [σ]p и [σ]с
2. Равные наибольшие по модулю напряжения в растянутой и 

сжатой частях бруса. 

. 

3. Наибольшие напряжения в растянутой и сжатой частях бруса 
пропорциональны допускаемым напряжениям. 
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Комментарии
 

  

6.1 Правильный ответ – ответ 1. Действительно, сила, растяги-
вающая стержень 1, находится из уравнения моментов 

1 2
1 1 2 1

20, 3 2 0 : ;
3c

F Fm N l F l F l N +
Σ = − ⋅ + + = =  

напряжение 
 

1 1 2
1

2 .
3

N F F
A A

σ +
= =                                    (6.9) 

 
Прилагая к брусу ВС силу F1

 
, найдем: 

1
1 1 1 1 1

2 20, 3 2 0, ; .
3 3c

Fm N l F l N F
A

σΣ = − ⋅ + = = =         (6.10) 

 
Прилагая к брусу ВС силу F2

 
, найдем: 

2
1 2 1 2 1

1 10, 3 0, ; .
3 3c

Fm N l F l N F
A

σΣ = − ⋅ + = = =              (6.11) 

 
Как видим, напряжение (6.9) равно сумме напряжений (6.10) и (6.11). 
Ответ 3 – частный случай изложенного. 

 
6.2 Правильный ответ – ответ 3. Если (см. эпюру σ на рисунке 

6.3)  
[ ] [ ]2

c
σ σ= , [ ] [ ]p

σ σ= , 
 

допускаемые нагрузки, определяемые из условий (6.7) и (6.8), одинако-
вы и равны [F] = [σ]A. Наибольшие напряжения в сжатой и растянутой 
частях бруса при этой нагрузке 

 
max 2[ ] [ ] , max [ ] [ ] ,c c p pσ σ σ σ σ σ= = = =  

 
т. е. при возрастании нагрузки до значения [F] допускаемые напряжения 
на растяжение и сжатие достигаются одновременно. 

При равных напряжениях – см. вариант ответа 2 – первым будет 
достигнуто меньшее из допускаемых напряжений. При равных допус-
каемых напряжениях – см. вариант ответа 1 – первым достигнет допус-
каемого значения наибольшее напряжение. 
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7 Статически неопределимые стержневые системы,  
работающие на растяжение (сжатие) 

На рисунке 7.1 изображен массивный брус ВD на трех упругих 
тягах. Брус можно считать (по сравнению с тягами) абсолютно жестким 
(твердым). К брусу приложена плоская система четырех параллельных 
сил, находящихся в равновесии. Три силы из них (N, N2, N3) не извест-
ны. Эти три силы вкупе с заданной силой F удовлетворяют двум

1 2 3 2 30, ; 0, 2 0,
2B
aY N N N F m F N a N aΣ = + + = Σ = − + + ⋅ =

 незави-
симым уравнениям статики (проекций и моментов): 

         (7.1) 

стержневая система на рисунке 7.1 однажды статически неопределима. 
Два уравнения (7.1) дополняются одним уравнением совместности де-
формаций. Рассматривая заштрихованную на рисунке 7.1 картину де-
формаций (удлинений) стержней – трапецию BDD1B1

2 1 3( ) / 2, ,i i i
i

i i

N l Nl l l l
EA c

∆ = ∆ + ∆ ∆ = =

, напишем уравне-
ние 

 

или 
2 2 1 1 3 32 / / / ,N c N c N c= +                                 (7.2) 

 
где /i i ic EA l=  – жесткость i-го стержня. 

Заметим: уравнения (7.1) неоднородны, уравнение (7.2) одно-
родное; система трех уравнений (7.1 – 7.2) неоднородная, решение ее не 
нулевое. 

На рисунке 7.2 представлен стальной стержень в медной трубке. 
Жесткость первого / ,c c c cc E A l=  жесткость второго / .M M M Mc E A l=  Их уко-
рочения (под действием реакций заделки Nc и Nм

, .c M
c M

c M

N N N N F
c c

= + =

) одинаковы, сумма 
этих реакций равна заданной силе F: 

                                  (7.3) 

 
Первое из уравнений (7.3) может быть переписано: 
 

C C

M M

N c
N c

= . 

 
Если отношение жесткостей сС / сМ > 1, отношение усилий NС / 

NМ > 1, или NС > NМ; если отношение сС / сМ  < 1, отношение NС  / NМ  < 
1, или NС  < NМ. Получается: большее из усилий действует в стержне 
большей жесткости. Вывод этот ошибочен – случается так далеко не 
всегда. Верно другое – изменение жесткости одного из стержней (на-
пример, ее увеличение) вызовет соответствующее изменение (рост) 
усилия в этом стержне. Действительно, если в решении уравнений (7.3) 
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Рисунок 7.1 – Статически неопределимая стержневая система: силы и 
картина перемещений (деформаций) 

 

 
Рисунок 7.2 – К выводу общего свойства статически неопределимых 

систем 

Витебский государственный технологический университет



 31 

,
1 1

C M
M C

C M

F FN Nc c
c c

= =
+ +

 

увеличить, например, жесткость сС,, знаменатель в первом равенстве 
уменьшится, усилие NС вырастет. 

7.1 Жесткости упругих стержней А
Тестирование 

1А и В1

 

В на рисунке 7.3 раз-
личны. Какая из реакций, растягивающих упругие стержни, большая? 

Варианты ответа 
 
1. N2

 
. 

 
2. N1

 
. 

 
3. N1 = N2

 
. 

 
 
 

Рисунок 7.3 – Однажды статически неопределимая система 
 

7.2 Жесткость упругого стержня В1В на рисунке 7.3 возросла 
(рис. 7.4) вдвое. Как изменится реакция N2

 
? 

Варианты ответа 
 
1. Возрастет вдвое. 

 
2. Увеличится. 

 
 

3. Уменьшится. 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 7.4 – Однажды статически неопределимая система 
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7.1 Уравнение совместности деформаций – удлинений упругих 
стержней: 

Комментарии 

1 22l l∆ = ∆ , 
или 

1 2

1 2

2N N
c c

= ,          (7.4) 

что может быть перепи-
сано в виде 

1 1 1

2 2 2

42 , 2
1,5 3

N c N c
N c N c

= = = , 

1 2 2
4
3

N N N= > . 

Большее усилие дейст-
вует в первом стержне, 
хотя жесткость его 
меньше жесткости вто-
рого. Верен ответ 2. Вы-
вод о большем усилии в 

стержне большей жесткости ошибочен, хотя и здесь можно добиться 
большего усилия в стержне большей жесткости: если  с2

1 2
2/ 2

3 3
cN N
c

= =

 = 3с,  
, 1 2 2

2
3

N N N= < . 

7.2 Если жесткость стержня В1В с2

1
1 2

2

4 4,
3 3

N N N
N

= =

 = 1,5с, условие совместности 
деформаций (7.4) дает отношение 

. 

Используем его в уравнении равновесия – уравнении моментов 0cmΣ = : 
1 22 2 0N a N a F a+ − ⋅ = , 1 22 2N N F+ = ;                  (7.5) 

2 2
42 2
3

N N F⋅ + = , 2
6

11
N F= . 

Пусть жесткость с2
 

 = 3с (возросла вдвое). Условие (7.4) дает отношение 

1
1 2

2

2 2,
3 3

N N N
N

= = . 

 
Используя его в уравнении (7.5), получим 
 

2
6
7

N F= . 

 
Усилие выросло в 11/7 = 1,57 раз (не в 2 раза!). Верен ответ 2. 

Витебский государственный технологический университет



 33 

8 Монтажная и температурная задачи на примере  
стержневых систем, работающих на растяжение (сжатие) 

На рисунке 8.1 представлена стержневая система, подлежащая 
сборке. Ее упругие стержни 1 и 2 изготовлены неточно, из-за чего обра-
зовался зазор Δ. Чтобы перекрыть его, наклонные стержни симметрич-
ной системы растягиваются равными силами N1, вертикальный стер-
жень – силой N2

Уравнение статики здесь единственное: 

. Углы α изменяются: α' < α; однако, ввиду малости уп-
ругих удлинений (порядка тысячных долей первоначальных длин), 
можно положить α' = α. 

1 20, 2 cos 0;Y N NαΣ = − =                                               (8.1) 
собранная система однажды статически неопределима. Уравнение де-
формаций (8.2) следует из рассмотрения картины деформаций на ри-
сунке 8.1: удлинившиеся на 1l∆  наклонные стержни системы В1А'1 по-
вернем вокруг центров шарниров В1, переместив их концы А'1 по дугам 
А'1 А (ввиду малости эти дуги заменяются на рисунке 
перпендикулярами к первоначальным

2l∆
 направлениям стержней) до сов-

падения с концом удлинившегося на  стержня В2

1 1 2
2

1 2

,
cos cos

l N Nl
c cα α

∆
+ ∆ = ∆ + = ∆

А. Уравнение это 

                                         (8.2) 

неоднородное – в отличие от однородного уравнения (8.1). Система 
двух уравнений (8.1, 8.2) неоднородная, ее решение не нулевое. Если 
собранная система статически определимая, неизвестные усилия в 
стержнях находятся из однородных уравнений статики, их решение ну-
левое. В статически определимых системах монтажные усилия не воз-
никают. 

На рисунке 8.2 изображен абсолютно жесткий брус АD, поддер-
живаемый двумя упругими стержнями, один из которых нагрет на Δt°. 
Если стержень, который будет нагрет, вынуть из стержневой системы и 
после этого нагреть, его длина lt

1 20, 2 0Am N a N aΣ = − =

 окажется больше первоначальной дли-
ны l – возникает ситуация монтажной задачи. Желая вставить нагретый 
стержень в систему, укоротим – сожмем его, а стержень, не испытавший 
нагрева, удлиним – растянем. Однородное уравнение статики 

 
дополняется неоднородным уравнением деформаций 

0 2 1
2 1

2 1

2 , 2 ,t N
N Nl l l l l t
c c

α∆ = ∆ −∆ = ∆ ∆ − =  

где первое слагаемое в левой части уравнения – температурное удлине-
ние (α – коэффициент температурного расширения материала стержня). 
Решение системы двух уравнений не нулевое. В статически определи-
мых системах (когда используются только уравнения статики, в этом 
случае однородное уравнение) температурных усилий нет. 
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Рисунок 8.1 – Монтажная задача 

 

 
Рисунок 8.2 – Температурная задача 

Витебский государственный технологический университет



 35 

8.1 Зазор на рисунке 8.3 выбирается – два стержня собираются в 
один ступенчатый. Каковы монтажные напряжения в стержнях? 

Тестирование 

 
 
Варианты ответа  
 
 
1. σ1 > σ2

 

. 

 
2. σ1 < σ2

 

. 

 
3. σ1 = σ2

 
. 

 
 
 
 
 

Рисунок 8.3 – Два стержня в монтажной задаче 
 
8.2 Система «стержень-трубка» на рисунке 8.4 (обе детали изго-
товлены из одного материала) нагрета на Δt°. Каковы темпера-
турные напряжения в указанных деталях? 
 
Варианты ответа 
 
1. σ1 > σ2
 

. 

2. σ1 = σ2
 

. 

3. σ1 < σ2
 

. 

 
 
 
 
 

Рисунок 8.4 – Система «стержень-трубка» 
в температурной задаче 
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8.1 Уравнение равновесия сил, действующих на собранную сис-
тему,   Х

Комментарии 

1 - Х2 = 0, Х1 = Х2

N

 = Х, т. е. продоль-
ные силы в обоих участках ступенчатого 
стержня равны: 

1 = N2
Напряжения (6.2) в стержнях после сборки 
(монтажа): 

 = Х. 

1 2
1 2, .

2 2
N X N X
A a A a

σ σ= = = =  

Верен ответ 1. 
8.2 В общей задаче трубка и стержень 

из разных материалов, например, из меди и 
стали: αм > αс, Ем < Ес

N

. Усилия, сжимающее 
стержень и растягивающее трубку, одинаковы: 

c = Nм
Удлинения стержня и трубки одинаковы: 

 = N.                             (8.3) 

.
2

o oc ì
c ì

c ì

N l N lt l t l
E A E A

α α∆ − = ∆ +                        (8.4) 

Решение уравнений (8.3, 8.4) 
( ) < 0,1 1

2

o
c Ì

c Ì

tN A

E E

α α− ∆
=

+
 

т. е. стальной стержень растянут, а мед-
ная трубка сжата (вопреки предположе-
нию). В частном случае на рисунке 8.4 
коэффициенты температурного расшире-
ния одинаковых материалов трубки и 
стержня одинаковы, т. е усилия в них  

0.cm mpN N= =  
Температурные напряжения в 

трубке и стержне равны нулю. Верен ответ 2. 
Верный ответ 2 очевиден, если заметить, что стержень и трубка 

на рисунке 8.4 представляют собой один стержень с поперечным сече-
нием площадью 3А, показанным на рисунке. Напряжения при растяже-
нии – сжатии такого стержня распределяются в его сечении равномер-
но: σ1 = σ2

В общем случае напряжение в трубке всегда меньше напряже-
ния в стержне: 

. Вместе с этим стержень с одним защемленным торцом ста-
тически определим: температурные усилия – напряжения равны нулю. 

< .
2mp cm
N N
A A

σ σ= =  
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9 Прямой изгиб балки из материала, одинаково  
сопротивляющегося растяжению и сжатию 

Как следует из общей теории лекции 5, нормальные напряжения 
при прямом изгибе в плоскости yz (рис. 9.1) определяются по формуле 

õ

x

Ì y
I

σ = − .                                      (9.1) 

Напряжения (9.1), не изменяясь по ширине сечения â , изменяются по 
высоте h – по линейному закону. В точках главной центральной оси х 
напряжения (9.1) равны нулю. Ось х – нейтральная (нулевая) линия, а 
плоскость xz – нейтральный слой. Продольные волокна, образующие 
его, не удлиняются и не укорачиваются, но искривляются; продольные 
волокна, образующие слои, параллельные нейтральному, укорачивают-
ся – сжимаются вверху (на рис. 9.1, 9.2) и удлиняются – растягиваются 
внизу. Поперечные сечения поворачиваются вокруг нейтральных линий 
х, нейтральный слой искривляется, становится цилиндрической поверх-
ностью: точки нейтрального слоя получают перемещения, перпендику-
лярные к нему; продольная ось искривляется в плоскости yz, образуя 
плоскую упругую кривую. 

Каковы же внешние силы при прямом изгибе балки в плоскости 
yz? Из трех внутренних моментов сохраняется только изгибающий мо-
мент Мх – все внешние силы действуют в плоскости yz; нет внутренних 
сил Nz и Qх – все внешние силы перпендикулярны к плоскости xz. Сле-
довательно, наряду с моментом Мх действует поперечная сила Qy – из-
гиб следует называть прямым поперечным. Если сила Qy

Наибольшие по модулю из напряжений (9.1) 

 ≡ 0, изгиб на-
зывается прямым чистым. Указанные внешние силы (и возможно, со-
средоточенные моменты) показаны на рисунке 9.2 – они действуют в 
плоскости упругой кривой. 

max max
x x

x x

M My
I W

σ = = ,                                          (9.2) 

где момент сопротивления поперечного сечения при изгибе 

max

x
x

IW
y

= .                                                 (9.3) 

В случаях прямоугольника и круга, показанных на рисунке 9.3, момен-
ты сопротивления (9.3) 

3 2 4 3/12 / 64,
/ 2 6 / 2 3 2x x

âh âh d dW W
h d

π π
= = = = .                      (9.4) 

Условие прочности (см. напряжения (9.2)) 

max [ ]x

x

M
W

σ σ= ≤ . 

Если материал балки одинаково сопротивляется растяжению и 
сжатию, удобно сделать так, чтобы наибольшие растягивающие и сжи-
мающие напряжения были одинаковы (из соображений равнопрочно- 
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Рисунок 9.1 – Пространственная эпюра нормальных напряжений при 

прямом изгибе 

 
Рисунок 9.2 – Продольная ось искривляется в плоскости нагрузки 

 
Рисунок 9.3 – Двутавровое, прямоугольное и круглое поперечные 

сечения равнопрочных балок 
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сти). Сделаем сечение балки симметричным относительно оси х (рис. 
9.3). 

Сечение тем прочнее (при заданной площади сечения), чем 
больше его момент сопротивления. Добьемся этого, рационально рас-
пределив материал в объеме балки. 

С этой точки зрения, наиболее рационален двутавр. При задан-
ной нагрузке он требует наименьшей площади или наименьшего расхо-
да материала (здесь предусмотрено (рис. 9.3), что материал сосредото-
чен в зонах, где действуют относительно высокие напряжения). Наиме-
нее рационален круг. В его случае материал концентрируется вблизи 
нейтральной линии х, где действуют относительно небольшие напряже-
ния. Кольцевое сечение лучше. 

При заданном расходе материала (заданной площади сечения) 
двутавровое сечение обеспечивает наибольшую грузоподъемность, 
наименьшая грузоподъемность у круглой балки. Круговое сечение, ко-
нечно, используется – из технологических соображений. 

9.1. Поперечное сечение балки (рис. 9.4) составлено из четырех 
равнобоких уголков. Изменится ли прочность балки, если ее повернуть 

относительно плоскости нагрузки yz на 
45°? 

Тестирование  

Варианты ответа 
1. Прочность увеличится. 
 
2. Прочность снизится. 
 
3. Прочность не изменится. 

 
Рисунок 9.4 – Поперечное сечение балки  

 составлено из четырех равнобоких уголков 
 
9.2 Все размеры консоли, находящейся 

под действием (рис. 9.5) собственного веса, уд-
ваиваются. Как изменятся наибольшие нормаль-
ные напряжения в балке? 

Варианты ответа 
 
1. Не изменятся. 
 
2. Уменьшатся. 
 
3. Возрастут. 

Рисунок 9.5 – Консоль под действием сил  
 тяжести 
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Комментарии 

9.1 Оси х и у на рисунке в обоих случаях – оси симметрии попе-
речного сечения балки. Следовательно, эти оси – главные центральные 
оси (в обоих случаях!). Главный центральный момент инерции Ix не из-
меняется при повороте сечения, но момент сопротивления сечения при 
изгибе в плоскости yz  Wx =  Ix / ymax

'
max max<y y изменяется. На рисунке  

; соответственно, ' >x xW W  (при любом повороте

max

'
max / 2y y=

 балки в пределах прямо-
го угла!). При повороте на 45°, показанном на рисунке, , т. 
е. ' = 2x xW W  – прочность балки возрастет в 2  раз. Верен ответ 1. 

 
 

 
 
 
9.2 Интенсивность равномерно распределенных сил тяжести 

q âhγ= , 
где γ – удельный вес материала балки. Наибольший изгибающий мо-
мент 2 2/ 2 / 2xM ql âhlγ= = . Момент сопротивления сечения 2 / 6.xW âh=  
Наибольшие напряжения 2

max / 3 /x xM W l hσ γ= =  пропорциональны пер-
вой степени размера балки. Наибольшее напряжение возрастет в два 
раза. Верен ответ 3. 
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10 Прямой изгиб балки из материала, различно  
сопротивляющегося растяжению и сжатию 

Если материал балки различно сопротивляется растяжению и 
сжатию, его следует концентрировать в той зоне поперечного сечения, 
где действуют растягивающие напряжения (ибо предел прочности при 
растяжении σвр меньше предела прочности при сжатии σвс

Имея в виду равнопрочность сечения на растяжение и сжатие, 
потребуем равенства 

). Этому усло-
вию отвечают несимметричный двутавр (рис. 10.1) и (несколько хуже) 
тавровое сечение (рис. 10.2). 

[ ] [ ]pc

c py y

σσ
=                                         (10.1) 

– при росте нагрузки на балку наибольшие растягивающие и сжимаю-
щие напряжения одновременно достигнут допускаемых значений. 

Если равенства (10.1) нет, рассматриваются два условия прочно-
сти: 

[ ] [ ]max ,maxx x
p p c cp c

x x

M My y
I I

σ σ σ σ= ≤ = ≤ .                 (10.2) 

На рисунке 10.3 показана балка треугольного поперечного сече-
ния, допускаемые напряжения материала балки [σ]р = [σ], [σ]с

max 3 /p xFlâ Iσ =

 = 3[σ]. 
Пусть балка поставлена на опоры массивной частью вверх (рис. 10.3 а). 
Наибольшее по модулю напряжение – растягивающее напряжение 

, вместе с этим материал балки работает на сжатие луч-
ше. Из условия прочности 

[ ] [ ]max ,3 /p xp
Fâl Iσ σ σ≤ ≤  

находим: допускаемая нагрузка 

[ ] [ ]1
3

xI
F

lâ
σ

= .                                 (10.3) 

Если балку перевернуть (рис. 10.3 б), наибольшее растягиваю-
щее напряжение 2 / xFlâ I  меньше наибольшего сжимающего 3 / xFlâ I . 
Следует воспользоваться двумя условиями прочности (10.2): 

[ ] [ ] [ ] [ ]max ,2 / ;max ,3 / 3p x c xp c
Fâl I Fâl Iσ σ σ σ σ σ≤ ≤ ≤ ≤ ; 

допускаемые нагрузки 

[ ] [ ] [ ] [ ]1 ,
2

x x
p c

I I
F F

lâ lâ
σ σ

= = . 

Допускаемая нагрузка – меньшая из двух: эта нагрузка 

[ ] [ ] [ ]1
2

x
p

I
F F

lâ
σ

= =                                       (10.4) 

больше

Напряжения при нагрузке (10.4) указаны на рисунке 10.3 в скоб-
ках. В перевернутой балке (рис. 10.3 б) все напряжения удовлетворяют  

 допускаемой нагрузки (10.3). Перевернув балку, мы увеличили 
ее прочность. 
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Рисунок 10.1 – Несимметричный двутавр      Рисунок 10.2 – Тавровое 

сечение 
 

 
 

Рисунок 10.3 – К вопросу о допускаемой нагрузке на балку из 
материала, различно сопротивляющегося растяжению и 

сжатию 
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условиям прочности (10.2). В балке, поставленной массивной частью 
вверх, сжимающие напряжения меньше допускаемого 3[σ], наибольшее 
растягивающее напряжение в сечении В превышает допускаемое [σ] 
(рис. 10.3 а). 

Общее правило: балка должна ставиться так, чтобы в сечении, в 
котором действует наибольший по модулю изгибающий момент, ее 
массивная часть работала на растяжение. Наибольший изгибающий мо-
мент на рисунке 10.3 1,5Fl, соответствующая ордината эпюры Мх отло-
жена вверх – следовательно, нижняя часть балки работает на растяже-
ние. Балку ставим массивной частью вниз (рис. 10.3 б). 

10.1 На рисунке 10.4 изображено рациональное поперечное се-
чение, удовлетворяющее условию (10.1) 

Тестирование 

[ ]
[ ]

c c

p p

y
y

σ
σ

= .               (10.5) 

Пусть из-за ошибок, допущенных 
при изготовлении балки, условие 
(10.5) нарушено: 

[ ]
[ ]

>c c

p p

y
y

σ
σ

.               (10.6) 

Какое из двух условий прочности  
Рисунок 10.4 – Рациональное            (10.2) следует использовать? 
      поперечное сечение 

Варианты ответа 
1. [ ]max p p

σ σ≤ . 2. Безразлично какое. 3. [ ]max c c
σ σ≤ . 

10.2 Как изменится допускаемая нагрузка на рисунке 10.5 при 
изменении ее направления. Полученное сечение балки удовлетворяют 
условию  

[ ]
[ ]

<c c

p p

y
y

σ
σ

.                                   (10.7) 

Варианты ответа 
1. Уменьшится. 2. Не изменится. 3. Увеличится. 

 
 

Рисунок 10.5 – Сечение балки не удовлетворяет условию (10.1) 
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10.1 На рисунке изображена заданная ситуация (10.6): 
Комментарии 

 
 

[ ]
[ ]

' '

' '

max >
max

c c c

p p p

y
y

σσ
σ σ

= . 

 
В момент, когда наибольшее растягивающее напряжение 'max pσ  

достигнет допускаемого [σ]р, наибольшие сжимающие напряжения 
окажутся больше допускаемого [σ]с

 

, т. е. второе из условий (10.2) будет 
нарушено. Следовательно, в расчете на прочность следует использовать, 
именно, это условие. Верен ответ 3. 

10.2 Из заданного условия (10.7) 
 

[ ]
[ ]

c

p

max= <
max

c c

p p

y
y

σσ
σ σ

                                   (10.8) 

следует, что при росте нагрузки F первым будет достигнуто допускае-
мое напряжение [σр]. Наибольшие сжимающие напряжения останутся 
меньше допускаемого [σ]с

 

. Допускаемая нагрузка находится из первого 
из условий прочности (10.2): 

[ ] [ ] [ ]
[ ]

max , , px
p pp p

x p

IFl y F
I l y

σ
σ σ σ≤ ≤ = . 

 
При изменении направления силы F (на рисунке F' = F) соотно-

шение (10.8) изменится: 
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[ ]
[ ]

'

'

max
= <

max
pc c

p c p

y
y

σσ
σ σ , 

 
тем более 
 

[ ]
[ ]

'

'

max <
max

c c

p p

σσ
σ σ . 

 
Допускаемая нагрузка находится опять же из первого из условий 

прочности (10.2): 
 

[ ] [ ]
[ ]'

' 'max , , px
p cp p

x c

IF l y F
I l y

σ
σ σ σ  ≤ ≤ = ⋅  . 

 
На рисунке ус > ур

 

, следовательно, [F'] < [F]. Верен ответ 1. Во 
втором нагружении балку следует перевернуть. 
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11 Сложное сопротивление: косой изгиб, внецентренное  
растяжение 

На рисунке 11.1 показаны силы (по одну сторону от рассматри-
ваемого сечения), действующие в одной плоскости, как и в случае пря-
мого изгиба (рис. 9.2). Однако плоскость эта не совпадает ни с одной из 
главных плоскостей инерции стержня – плоскостей yz и xz. Как и в слу-
чае прямого изгиба, можно найти внутренний момент относительно оси 
u, перпендикулярной к силовой плоскости. Но момент этот (Мu) не 
внутренний силовой фактор, ибо изгибающие моменты – ВСФ находят-
ся относительно главных центральных (естественных) осей х и у. Изги-
бающий момент Мu разлагают на два ВСФ – Мх и Му. Впрочем, силы, 
действующие на брус (стержень), можно разложить на две плоские сис-
темы сил – в плоскостях уz и xz – и определить изгибающие моменты Мх 
и Му – ВСФ. Изгибающий момент Мu

Если дуговые стрелки на рисунках 11.1 и 11.2 представить себе 
«сделанными» из гибкой проволоки и «прижать» их к плоскости попе-
речного сечения, получим «векторы» изгибающих моментов 

 – их геометрическая сумма. При 
таком подходе косой изгиб на рисунке 11.1 становится частным случаем 
общего случая изгиба произвольными силами (рис. 11.2). 

, , ;x y uM M M
  

 последний действует вдоль силовой линии с – с (рис. 
11.1). Нормальные напряжения при изгибе найдем на основе принципа 
независимости действия сил (рассматривая наложение двух прямых из-
гибов – см. формулу (9.1) – в плоскостях yz и xz) или используя форму-
лу (5.4): 

yx

x y

MM y x
I I

σ = − − .                                    (11.1) 

Если векторы напряжений (11.1) отложить от плоскости сечения, 
их концы составят плоскость, пересекающую плоскость поперечного 
сечения по нейтральной линии Н – Н – ее уравнение 

0, 0,y yx x

x y x y

M MM Iy x y x
I I M I

σ = − − = = − .                  (11.2) 

Отношение Му / Мх

( ) x

y

Itg tg
I

β α= −

 = tgα (рис 11.1), т. е. угловой коэффициент в 
уравнении прямой (11.2) 

                                      (11.3) 

– нейтральная линия уклоняется от перпендикуляра к силовой линии u в 
сторону оси наименьшего момента инерции. Действительно, при Ix > Iy

> , > ;tg tgβ α β α
 

 при Iу > Iх < , <tg tgβ α β α . 
При косом изгибе на рисунке 11.1 угол β (11.3) один и тот же во 

всех сечениях бруса. Нейтральные линии Н – Н образуют слой, стано-
вящийся при изгибе цилиндрической поверхностью, – точки слоя полу-
чают перемещения, перпендикулярные к слою, или перпендикулярные к 
нейтральным линиям Н – Н. Направления прогибов f не совпадают 
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Рисунок 11.1 – Косой изгиб 
 

            
 

Рисунок 11.2 – Произвольная система       Рисунок 11.3 – Опасные точки  
     изгибающих сил       двутаврового сечения при  

 изгибе 
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Рисунок 11.4 – Опасные точки круглого сечения 
 

                   
Рисунок 11.5 – Внецентренное растяжение: равнодействующая 

внутренних сил, эпюра напряжений σ 
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(рис. 11.1) с силовыми линиями С – С, одинаковыми во всех сечениях,  
т. е. продольная ось стержня искривляется в плоскости, отличной от си-
ловой. 

Наибольшие по модулю напряжения действуют в опасных точ-
ках, наиболее удаленных от нейтральной линии Н – Н. В частных слу-
чаях сечений, подобных двутавру, это точки R и S с наибольшими орди-
натой и абсциссой (рис. 11.3) находим по формуле (11.1) 

max max max
y yx x

x y x y

M MM M
y x

I I W W
σ = + = + .                     (11.4) 

Моменты инерции круглого сечения (рис. 11.4) равны, т. е. угол 
(11.3) β = α, нейтральная линия совпадает с осью u – перпендикуляром к 
силовой линии С – С. Опасные точки S и R – точки пересечения окруж-
ности – границы сечения с силовой линией. Координаты одной из них, 
например, точки R 

cos , sin
2 2R R
d dy xα α= = , 

где d – диаметр сечения; изгибающие моменты 
cos , sinx u y uM M M Mα α= = . 

Наибольшие по модулю напряжения в точках S и R находим по формуле 
(11.1): 

max
cos sincos sin

2 2
u u u

x y u

M M Md d
I I W

α ασ α α= + = ,             (11.5) 

где изгибающий момент 2 2
u x yM M M= + , момент сопротивления при из-

гибе 3/( / 2) / 32u xW I d dπ= =  таков же, как момент сопротивления при пря-
мом изгибе (9.4). Что же касается 

На рисунке 11.5 показан результат приведения внутренних сил 
при внецентренном растяжении стержня – равнодействующая F. Одна-
ко, она не ВСФ. ВСФ получим, приводя силу F к центру тяжести сече-
ния: найдем продольную силу N

формулы (11.4), применять ее в слу-
чае круга нельзя! 

z
M

 = F и изгибающие моменты 
x = - FyF, My = - FxF

Напряжения определяются по формуле (5.4): 
. 

1F F

x y y x

F Fy Fx F y xy x
A I I A a a

σ
 

= + + = − −  
 

,                     (11.6) 

где введены обозначения 
1 1, ;y x

x y
F F

I Ia a
A x A y

   = − ⋅ = − ⋅   
  

                         (11.7) 

уравнение нейтральной линии 
0, 1

x y

x y
a a

σ = + = .                                    (11.8) 
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В уравнении (11.8) величины (11.7) – отрезки, отсекаемые нейтральной 
линией Н – Н на естественных осях х и у. Эпюра напряжений, построен-
ная по формуле (11.6), показана в нижней части рисунка 11.5. 

11.1 Балка с квадратным поперечным сечением на рисунке 11.6 
изгибается силой Q. С каким из направлений совпадает направление пе-
ремещения (прогиба) свободного конца балки? 

Тестирование 

 
 

Варианты ответа  
 
1. С направлением 1. 

 
 

2. С направлением 2. 
 
 

3. С направлением 3. 
 
Рисунок 11.6 – Изгиб балки 
 
11.2 Ступенчатый стержень из материала, одинаково сопротив-

ляющегося растяжению и сжатию, на рисунке 11.7 сжат силой F. Какой 
из участков стержня прочнее? 

 
Варианты ответа 
 
 
1. Верхний участок. 
 
 
2. Стержень равнопрочный. 

 
 
3. Нижний участок. 
 
 
 
 

 
Рисунок 11.7 – Сжатие ступенчатого стержня 
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11.1 Главные центральные моменты инерции квадрата I
Комментарии 

x = Iy

 

. 
Угол (11.3) β = α. Верен 
ответ 2. 

Если вспомнить, 
что всякая пара взаимно 
перпендикулярных цен-
тральных осей квадрата – 
пара главных централь-
ных осей, заключим, что 
сила Q действует в глав-
ной плоскости инерции 
vz и, следовательно, из-
гиб балки прямой. 

11.2 Верхний участок стержня на рисунке 11.7 работает на сжа-
тие, напряжение в этом участке 2

1 /F âσ = . Второй (нижний) участок 
сжат внецентренно: приведение равнодействующей внутренних сил F, 
приложенной в точке С1, к центру тяжести сечения С2 дает ВСФ – про-
дольную силу   Nz

1 2 , 0x yM F C C Fâ M= − ⋅ = − =
 = -F, изгибающие моменты 

. 
 

Наибольшие сжимающие на-
пряжения, действующие в 
точках S ( )3 / 2Sy â= − , находят-
ся по формулам (11.6, 11.7): 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

Или, налагая на основе принципа независимости действия сил 
сжатие на прямой изгиб, получим 

( )2 2max
3 3

6

z x

x

N M F Fâ F
A W â â ââ â

σ = + = + =
⋅

. 

Участки стержня равнопрочны. Верен ответ 2. 

( )

( )

( )
( ) ( )

3 2

3
2max 1

3 3 1
12 3

c

â
F F

â â ââ â
â â â

σ

 − 
 = − − = ⋅ ⋅ − ⋅

⋅ −  
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12 Касательные напряжения при прямом поперечном изгибе 
«Вырежем» из стержня бесконечно малый параллелепипед – 

элемент. На его взаимно перпендикулярных гранях действуют в общем 
случае (рис.1.4) 9 напряжений: 3 нормальных σх, σу, σz и 6 касательных 
τхy, τyх; τyz, τzy; τzх, τхz. Напряжения на параллельных бесконечно близких 
гранях, конечно, отличаются друг от друга – на бесконечно малые вели-
чины (см., например, на рисунке 12.1 напряжения σz и σz + dσz

На рисунке 12.1 удержаны (из 9 напряжений) напряжения, па-
раллельные оси z, и касательные напряжения, действующие в плоско-
сти, перпендикулярной к оси z. Уравнение проекций всех 

). 

сил

( ) ( )
( ) 0,

zx zx zx zy zy

zy z z z z

d dydz dydz d dzdx

dzdx d dxdy dxdy G dxdydz

τ τ τ τ τ

τ σ σ σ

+ − + + −

− + + − + =

, дейст-
вующих на элемент, на ось z 

                (12.1) 

 
где силы, действующие на грани элемента, получены умножением 
напряжений на площади граней; Gz

 

 – проекция плотности объемных сил 
(силы, действующей на единицу объема). Уравнение моментов относи-
тельно оси х (см. второй рисунок) 

zy zydτ τ+( ) yz ydxdz dy dxdy dz G dxdydzτ   − +   z zdh G dxdydz  +  0ydh  =  ,    (12.2) 

 
где Gу и Gz – величины составляющих плотности G (равные ее проекци-
ям), перпендикулярных к оси х, dhz и dhy

Все бесконечно малые, входящие в уравнение (12.1), одного по-
рядка; моменты объемных сил и момент силы 

 – их плечи. 

zyd dxdz dyτ    в уравнении 
(12.2) четвертого порядка малости, тогда как моменты поверхностных 
сил – третьего порядка – первые вычеркиваем. Найдем в итоге уравне-
ния 

 

0zyzx z
zG

x y z
ττ σ∂∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

,    zy yzτ τ= .                     (12.3) 

 
Аналогичным образом найдем еще четыре уравнения 
 

0,xyx xz
xG

x y z
τσ τ∂∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

    ;xz zxτ τ=  

(12.4) 

0,yx y yz
yG

x y z
τ σ τ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

   .yx xyτ τ=  

 
Вторые в уравнениях (12.3 – 12.4) носят название закона парно-

сти касательных напряжений. Именно поэтому на первом из рисунков  
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Рисунок 12.1 – К выводу уравнений равновесия в напряжениях 

 
Рисунок 12.2 – Касательные напряжения на границе сечения 

 

 
 

Рисунок 12.3 – Нормальные и касательные напряжения в поперечном 
сечении балки 
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12.1 показаны касательные напряжения τyz и τхz (не входящие в число 
напряжений, параллельных оси z): по закону парности напряжения τyz и 
τzy, τхz и τzх

Рассмотрим (рис. 12.2) касательные напряжения в точках кусоч-
но-гладкой границы поперечного сечения стержня. Положим, что каса-
тельное напряжение 

 возникают и исчезают только совместно. 

Aτ  в вершине «выходящего» угла отлично от нуля. 
Разложим его по сторонам угла. Составляющим 1τ  и 2τ  отвечают пар-
ные касательные напряжения 1τ ′  и 2τ ′  на свободной

1 0τ ′ =

 поверхности стерж-
ня: , 2 0τ ′ = ; следовательно, напряжение 0Aτ = . Разложим касатель-
ное напряжение в точке В гладкого участка границы. Нормальной со-
ставляющей 3τ  отвечает парное напряжение 3 0τ ′ = ; следовательно, на-
пряжение 4Bτ τ= , т. е. направлено по касательной к границе. 

На рисунке 12.3 показано поперечное сечение балки. Полагаем, 
что нормальные напряжения распределяются по сечению по закону (9.1) 

 

( ) ( ), x

x

M z
z y y

I
σ = − ;                                  (12.5) 

 
т. е., изменяясь по высоте сечения, не изменяются по его ширине (не за-
висят от координаты х). Полагаем, что и касательные напряжения ( )yz yτ  
не изменяются по ширине сечения. На границе сечения касательные на-
пряжения 1τ  и 2τ  направлены (рис. 12.2) по касательным к границе, сле-
довательно, будут составляющие ( ),xz x yτ . 

Проинтегрируем уравнение (12.3) по площади ω, заштрихова н-
ной на рисунке 12.3: 

 
( ) ( ) ( ),

0yzxz zyx y y
dxdy dxdy

x y zω ω ω

ττ σ∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫ ;              (12.6) 

 
(плотность объемных сил Gz

 

 полагаем равной нулю). Первый из инте-
гралов в сумме (12.6) 

( )
( )

( )

( )
1

1 2

2

1

, â yhâ hâ
xz xz

xz xz
y â y y

x y
I dxdy dy dx dy

x xω

τ τ τ τ
−

∂ ∂
= = = −

∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫ ,           (12.7) 

 
где касательные напряжения (рис. 12.3) 

1 1xz yz tgτ τ α= ⋅ , 
2 2xz yz tgτ τ α= − ⋅ , т. е. 

интеграл (12.7) 
 

( ) ( ) ( )1 2
1 1 2

hâ hâ hâ

yz yz yz
y y y

dâ dâI tg tg dy dy y dâ y
dy dy

τ α α τ τ
 

= + = + = 
 

∫ ∫ ∫ .       (12.8) 
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Второй интеграл в сумме (12.6) берется по частям: 
 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

2

2

â yhâ hâ
yz yz yz

y â y y

hâ hâ
hâ

yz yz yz yzy
y y

y y y
I dxdy dy dx â y dy

y y y

dââ dy y â y dâ y
dy

ω

τ τ τ

τ τ τ τ

−

∂ ∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂

= − = − −

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
       (12.9) 

 
( ( ) ( ) 0yz â âh â hτ = , ибо на верхней плоскости балки касательных напряже-
ний τzy нет, τyz ( ) 0â hâ = = 0; или в вершине сечения  – см., например, наи-
низшую точку сечения, где ( ) 0Hâ h = ). В третьем интеграле в сумме 
(12.6) используем формулу (12.5): 
 

( )
3

x

y
x

x x

dM
y QdzI dxdy yd S

z I I
ω

ω ω

σ
ω

−∂   = = =
∂∫ ∫ ,            (12.10) 

 
где при показанном направлении оси z Qy = - dMx

xS ydω

ω

ω= ∫
 / dz – поперечная сила 

в сечении,  – статический момент «отсеченной» (заштрихо-

ванной на рисунке 12.3) площади ω относительно нейтральной линии х. 
После подстановки интегралов (12.8 – 12.10) в сумму (12.6) по-

лучим формулу Журавского 

( ) ( )
y x

yz
x

Q S
y

I â y

ω

τ = .                              (12.11) 

 
Что же касается распределения напряжений ( ),xz y xτ  по ширине 

сечения, оно получается из уравнения (12.3): поскольку производные 
/ /zy yzy yτ τ∂ ∂ = ∂ ∂  и /z zσ∂ ∂  не зависят от координаты х, напряжения τzx

2 2xz yz tgτ τ α= − ⋅

 
изменяются по ширине сечения по линейному закону от  
до 

1 1xz yz tgτ τ α= ⋅ . 

12.1 Отношение статического момента 
Тестирование 

1x cS yω ω=  к ширинам  ( )â Y  
в формуле Журавского (12.11) в случаях на рисунке 12.4 

1
2 2 2x

h hâ y y
S
â â

    − +        =



,  

( )( ) ( )

( )

1 2 2
2 3 3x

â Y h Y h h Y
S
â â Y

   − − −      =



    (12.12) 

– квадратичная функция ординаты y(Y). Учитывая, что функции (12.12) 
и напряжения (12.11) ( )/ 2 0y hτ = ± = ; ( )0 0Yτ = = , ( ) 0Y hτ = = , получим 
соответственно параболические эпюры с максимумом в середине высо-
ты, причем в обоих случаях 
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Рисунок 12.4 – Эпюры напряжений (12.11) в прямоугольном 
и треугольном сечениях 
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max
3
2

yQ
A

τ = .                                   (12.13) 

 
 

Какие из напряжений í àèáτ  , í àèáτ   больше? 
 
 

Варианты ответа 
 
 

1. í àèáτ 
 > í àèáτ 

.      2. í àèáτ 
 > í àèáτ 

.      3. í àèáτ 
 = í àèáτ 

. 
 

12.2 Какие из касательных напряжений, показанных на рисунке 
12.5, меньше? 

 
Варианты ответа 

 
1. τ1 > τ2

 
. 

 
2. τ1 = τ2

 
. 

 
3. τ1 < τ2

 
. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 12.5 – Касательные напряжения 

 в двутавровом сечении 
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12.1  
Комментарии 

 

 
 
 

Наибольшие напряжения yzτ  (12.13) в прямоугольном сечении 

max
3
2

yQ
âh

τ = , 

наибольшие напряжения (12.13) в треугольном сечении 

max
3 3

12 22
2

y yQ Q
âhâh

τ = = , 

но в первом случае углы 1α  и 2α  (рис. 12.3) равны нулю, следовательно, 
наибольшие касательные напряжения, действующие вдоль прямоуголь-
ных границ прямоугольного сечения: 

max
3
2

y
í àèá

Q
âh

τ τ= =  ; 

во втором случае касательные напряжения yzτ  возникают совместно с 
касательными напряжениями xzτ , изменяющимися по ширине â  по ли-
нейному закону. Наибольшие (по модулю) напряжения 

1 maxxz tgτ τ α= −  ,  
2 maxxz tgτ τ α=   

возникают на границе сечения, где /tg â hα = ; наибольшие касательные 
напряжения, действующие вдоль прямолинейных границ треугольного 
сечения: 
 

( ) ( ) ( )
2

22 2
max max 1í àèá xz tgτ τ τ τ α= + = +    , 
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23 1
2

y
í àèá

Q â
âh h

τ  = +  
 

 . 

Верен ответ 2. 
12.2 При определении касательных напряжений, распределенных 

по ширине δ полки двутавра, пользуемся площадью 2
1 3 3ω δ δ δ= ⋅ =  и ее 

статическим моментом 1

1 1

2
1 3x c cS y yω ω δ= ⋅ = ; искомые касательные напря-

жения 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
При определении каса-

тельных напряжений, распреде-
ленных по ширине стенки дву-
тавра на рисунке 12.5, пользу-
емся площадью 2

2 9 9ω δ δ δ= ⋅ =  и 
ее статическим моментом 

2

2 1 1

2
2 2 9x c c cS y y yω ω ω δ= = ⋅ = ; каса-

тельные напряжения 
 
 
 

 
 
 

Верен ответ 2. 
 

1
1

1

2

1
1

3
3 .cy y yx

c
x x x

yQ Q QS y
I â I I

ω δ
τ δ

δ
= ⋅ = ⋅ =

2
1

1

2

2
2

9
3 .

3
cy y yx

c
x x x

yQ Q QS y
I â I I

ω δ
τ δ

δ
= ⋅ = ⋅ = ⋅
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13 Плоское напряженное состояние 
Напряженное состояние на рисунке 13.1 можно изобразить на-

пряжениями на двух парах взаимно перпендикулярных площадок, бес-
конечно близких к рассматриваемой точке. Третья площадка, перпенди-
кулярная к ним, свободна от напряжений. Напряжения на наклонной 
площадке, отсекающей треугольную призму (находящуюся в равнове-
сии как и весь элемент), показаны на рисунке 13.1 с приращениями dσα 
и dτα

 

. Эти нормальные и касательные напряжения находятся из уравне-
ний проекций 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0, cos sin sin cos 0,

0, sin cos cos sin 0,

z z yz z y y zy y

z z yz z y y zy y

n d dA dA dA dA dA

t d dA dA dA dA dA

α α α

α α α

σ σ σ α τ α σ α τ α

τ τ σ α τ α σ α τ α

= + − + − + =

= + − − + + =

∑
∑

 (13.1) 

 
где площади граней, перпендикулярных направлениям z и у, dAz = 
dAαcosα, dAy = dAαsinα, dAα – площадь наклонной грани. Вычеркивая из 
этих уравнений бесконечно малые высших порядков, находим, что при-
ращения dσα и dτα

Разрешая уравнения (13.1) относительно напряжений на наклон-
ной площадке, найдем, используя закон парности (12.2 – 12.3), формулы 

 можно не указывать. Именно поэтому напряжения на 
правой и верхней гранях исходного элемента на рисунке 13.1 и всех 
прочих рисунках указаны без приращений. 

 
2 2cos sin sin 2 ,

sin 2 cos 2 ,
2

z y yz

z y
yz

α

α

σ σ α σ α τ α

σ σ
τ α τ α

= + −

−
= +

 

 
или, переходя к тригонометрическим функциям двойного угла: 
 

cos 2 sin 2
2 2

z y z y
yzα

σ σ σ σ
σ α τ α

+ −
= + − ,                      (13.2) 

sin 2 cos 2
2

z y
yzα

σ σ
τ α τ α

−
= + .                          (13.3) 

 
Площадки, на которых действуют экстремальные (главные) нормальные 
напряжения (13.2), (главные площадки) и площадки, на которых дейст-
вуют экстремальные касательные напряжения (13.3), находятся из урав-
нений dσα / dα = 0,dτα
 

 / dα = 0: 

2
2 , 2

2
yz z y

z y yz

tg tg
τ σ σ

α α
σ σ τ

−
′ ′′= − =

−
.                      (13.4) 
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Рисунок 13.1 – Плоское напряжённое состояние 

 
 

 
 
Рисунок 13.2 – Главные напряжения и  

экстремальные касательные  
           напряжения 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 13.3 – Упрощенное плоское 
            напряженное состояние 
 
 
 
 
 

Рисунок 13.4 – Напряженное состояние при прямом поперечном изгибе 
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Нетрудно видеть, что каждому из уравнений (13.4) удовлетворяют два 
угла, различающиеся на 90°, например, из равенства 0

2 1 90α α′ ′= +  следу-
ет другое: 
 

( ) ( )0 0
2 1 1 12 2 90 2 180 2tg tg tg tgα α α α′ ′ ′ ′= + = + = , 

 
причем углы α', определяющие главные площадки, отличаются от углов 
α'', определяющих площадки с экстремальными касательными напря-
жениями, на 45°. Действительно, произведение тангенсов (13.4) равно    
-1, следовательно, ( )0 02 2 90 2 45α α α′ ′′ ′′= + = + , что показано на рисунках 
13.2, 13.3. 

Найдем экстремумы напряжений (13.2, 13.3). В формулу (13.2) 
входит функция 

 

( )

2 2

2 2 2 2

2 cos 2 sin 2 cos 2 sin 2
2

cos 2 sin 2 .

z y
yzÔ C B

C BC B
C B C B

σ σ
α α τ α α α

α α

−
= − = − =

 
= + − 

+ + 

 

 
Коэффициенты в скобках не превышают единицы, а сумма их квадратов 
равна единице: положим 2 2 2 2/ sin , / cosC C B B C Bβ β+ = + =  – тогда экс-
тремумы функции ( ) ( )2 22 sin 2Ô C Bα β α= + −  
 

2 2
2 2max , min

2 2
z y z y

yz yzÔ Ô
σ σ σ σ

τ τ
− −   

= + = − +   
   

. 

 
Таковы же τmax и τmin

max
min

2
2

2 2
z y z y

yz

σ σ σ σ
σ τ

+ − 
= ± + 

 

. Итак, главные напряжения – max и min напряже-
ний (13.2) и экстремальные касательные напряжения – max и min на-
пряжений (13.3) 

;                            (13.5) 

max
min

2
2

2
z y

yz

σ σ
τ τ

− 
= ± + 

 
.                                (13.6) 

 
Площадки, на которых касательные напряжения (13.3) равны нулю, оп-
ределяются углами α' (13.4), т. е. совпадают с главными площадками. 
Тем самым всякое плоское напряженное состояние сводится к растяже-
нию – сжатию в двух перпендикулярных направлениях – главных на-
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правлениях. Главные напряжения позволяют выделить частные случаи: 
в линейном напряженном состоянии напряжения (13.5) σmax = σ, σmin = 0 
или σmax = 0, σmin = -σ; в чистом сдвиге σmax = σ , σmin = -σ; в упрощенном 
плоском напряженном состоянии σmax > 0, σmin < 0. На рисунке 13.4 
представлены первое (в точке А), второе (в точке В), третье (в точке С). 
Действительно, главные напряжения (13.5) в точке В   σmax = +τ, σmin 

 

=    
-τ; главные напряжения в точке С 

2
2

max 0
2 2
σ σσ τ = + + 

 
> , 

2
2

min 0
2 2
σ σσ τ = − + 

 
< . 

 
Формулы (13.5) могут быть переписаны: 

 

max max
min min

,
2

z yσ σ
σ τ

+
= +  

или                 (13.7) 

( )max max
min min

,
2

z y

×C

σ σ
σ σ

+
= +  

 
где ( )max

min ×C
σ  – главные напряжения при чистом сдвиге напряжениями 

(13.6). Иначе, растяжение – сжатие главными напряжениями (13.5) 
можно представить наложением чистого сдвига напряжениями (13.6) на 
растяжение равными главными напряжениями (σz + σу) / 2. При таком 
растяжении все площадки главные, на всех действуют нормальные на-
пряжения (σz + σу

Найдем, наконец, углы α

) / 2. Они же действуют и на площадках с экстремаль-
ными напряжениями (13.6). 

1' и α2', где действуют главные напря-
жения σmax и σmin (13.5), – ведь формулами (13.4) пользоваться неудобно, 
они не дают указаний, под каким из двух углов α' действует, например, 
σmax. Положим, что наклонная площадка на рисунке  13.1  –  главная 
площадка с напряжениями   σα = = σmax, τα

1 1 1 1max 1 max 1 1 10, cos cos cos sin 0z z zy y z yzZ dF dF dF dF dF dFα α α ασ α σ τ σ α σ α τ α′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′= − + = − + =∑
 = 0. Уравнение проекций 

дает формулу 
 

max
1

z

yz

tg σ σα
τ
−′ = .                                                 (13.8) 

 
Уравнение проекций на ось у даст формулу 
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1
max

yz

y

tg
τ

α
σ σ

′ =
−

.                                                 (13.9) 

 
При подстановке в формулы (13.8, 13.9) напряжения σmin получим tgα2

 
'. 

13.1 Каково показанное на рисунке 13.5 плоское напряженное 
состояние? 

Тестирование 

Варианты ответа 
 
1. Линейное напряженное состоя-

ние. 
 

2. Чистый сдвиг. 
 

3. Упрощенное плоское напряжен-
ное состояние. 

 
 

Рисунок 13.5 – Плоское напряженное состояние 
 
13.2 Каково показанное на рисунке 13.6 плоское напряженное 

состояние? 
Варианты ответа 
 
1. Чистый сдвиг. 

 
2. Упрощенное плоское на-

пряженное состояние. 
 

3. Линейное напряженное со-
стояние. 

 
 
 

 
Рисунок 13.6 – Плоское напряженное состояние 
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13.1 Главные напряжения (13.5) 
Комментарии 

 
 
 
 
 
На рисунке линейное напряжен-
ное состояние. Верен ответ 1). 

Углы, определяющие 
главные площадки, находятся по 
формулам (13.8, 13.9): 
 

 
 
 

 
 
 
13.2 Главные напряжения (13.5) 
 
 
 

 
Углы, определяющие главные площадки: 
 

0
1 1

1 0,412, 22 30
2 1 2

ptg
p p

α α−′ ′ ′= = ≈ =
− − +

; 

 

( ) 0
2 2

2 1 2 , 67 30p ptg
p

α α+′ ′ ′= = − + = −
−

. 

 
Экстремальные касательные напряже-
ния (13.6) 

max
min

2 pτ = ± .                 (13.10) 
Нормальные напряжения на площадках, 
где действуют напряжения (13.10), рав-
ны нулю. Верен ответ 1. 
 
 
 

0
1 1

0
2 2

2 1, 45 ;

1, 45 .
0

p ptg
p
ptg

p

α α

α α

−′ ′= = − = −

′ ′= = =
−

max
min

2
2 ,

2 2
p p p p pσ − + = ± + 

 
max min2 , 2 .p pσ σ= = −

max
min

2
2 ,

2 2
p p p p pσ + − = ± + 

 

max min2 , 0.pσ σ= =Витебский государственный технологический университет



 66 

14 Круг Мора для напряжений 
Формулы (13.2, 13.3) определяют напряжения на любой пло-

щадке (рис. 13.1). Исходные величины – напряжения на двух взаимно 
перпендикулярных площадках – на любой паре взаимно перпендику-
лярных площадок. Возьмем исходными главные напряжения: maxzσ σ= , 

minyσ σ= , 0yzτ = , формулы (13.2) приобретут вид 
 

max min max min

max min

cos 2 ,
2 2

sin 2
2

α

α

σ σ σ σσ α

σ στ α

+ −
= +

−
=

                       (14.1) 

 
(α – угол (рис. 14.1) между площадкой с напряжениями (14.1) и главной 
площадкой с напряжением maxσ ). Введем обозначения 
 

xασ = ,  yατ = ;  max min

2
aσ σ+

= ,  max min

2
Rσ σ−

= ;  2α ϕ= .         (14.2) 

Формулы (14.1) в обозначениях (14.2) 
 

cosx a R ϕ= + , 
siny R ϕ=  

– параметрические уравнения окружности (рис. 14.1). Если вернемся к 
прежним обозначениям (14.2), получим круг Мора для напряжений. За-
метим, что угол α между площадками на круге Мора удваивается: точки 
Р1 и Р2

Обратимся к напряженному состоянию на рисунке 13.1. Исход-
ные площадки на нем – взаимно перпендикулярные площадки с нор-
мальными и касательными напряжениями (произвольные площадки). 
Построим (рис. 14.2) в осях σ и τ (индекс α на рисунке 14.1 опускаем) 
точки V (σ

 – концы диаметра круга – отвечают взаимно перпендикулярным 
площадкам. 

z, τyz) и H (σy, τzy = - τyz

Точки N

). Отрезок VH – диаметр круга Мора; 
проводя его, найдем центр круга С и опишем окружность радиусом СV. 

1 и N2 пересечения окружности с осью σ – сравните с 
рисунком 14.1 – отвечают главным площадкам; их координаты, изобра-
женные отрезками ОN1 и ОN2 maxσ, дают величины главных напряжений  
и minσ . Угол 1α ′ , составленный первой из главных площадок N1 с пло-
щадкой V, вдвое меньше угла VCN1 – от центральных углов удобно пе-
рейти к вписанным углам. Проведем (рис. 14.3) через точку V прямую, 
параллельную нормали к площадке V (рис. 14.2); точка на пересечении с 
окружностью – полюс Р круга Мора. Луч, проведенный из полюса Р, 
например, в точку N1, укажет направление нормали к площадке N1 (на-
правление нормального напряжения на этой площадке); в случае точки  
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Рисунок 14.1 – Круг Мора для напряжений : ( )max min / 2a σ σ= + , 

( )max min / 2R σ σ= −  

       
Рисунок 14.2 – Главные напряжения и экстремальные касательные  

напряжения 

 
Рисунок 14.3 – Главные площадки и площадки с экстремальными 

 касательными напряжениями 
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N1 maxσ – направление главного напряжения . Лучи РN2, РТ1, РТ2 укажут 
соответственно направления нормалей ко второй главной площадке N2 
и к площадкам с экстремальными касательными напряжениями (13.6) – 
все эти площадки с напряжениями на них показаны на круге Мора (рис. 
14.3). Углы между главными площадками N1 и N2 и площадками с экс-
тремальными касательными напряжениями равны 45º (см., например, 
угол N1РТ2

 

). Величины экстремальных касательных напряжений на ри-
сунке 14.2 

( )22 2 2
max 1
min

z c yzCT CV Cv vVτ σ σ τ= ± = ± = ± + = ± − + , 

 

2
z y

c

σ σ
σ

+
=  

 
– получаем формулы (13.6). Главные напряжения 
 

max max
min min2

z y
cOC CV CV

σ σ
σ σ τ

+
= ± = ± = +  

 
– получаем формулы (13.7). 

Круг Мора полностью описывает плоское напряженное состоя-
ние. Круги Мора в частных случаях линейного напряженного состояния 
(ЛНС), чистого сдвига (ЧС) и упрощенного плоского напряженного со-
стояния изображены на рисунке 14.4. 

 
 

 
 
 

Рисунок 14.4 – Круги Мора для ЛНС, ЧС, УПНС 
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Тестирование 

14.1 На рисунке 14.5 изображен чистый сдвиг. Каковы нормаль-
ные напряжения zσ  и yσ ? 

 
Варианты ответа 
 

1. zσ  = yσ . 
 

2. zσ  = yσ . 
 

3. zσ  = - yσ . 
 

 
 
 
 

Рисунок 14.5 – Плоское напряженное состояние 
 
14.2 Какое напряженное состояние нужно наложить на изобра-

женное линейное, чтобы получить УПНС? 
 

 
 
Варианты ответа 
 

1. Линейное сжатие в направлении оси у. 
2. Растяжение во всех направлениях равными напряжениями. 
3. Сжатие во всех направлениях равными напряжениями, превышаю-
щими по модулю заданные zσ . 
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14.1 Круг Мора для чистого сдвига изображен на рисунке 14.4. 
Его характерная особенность – центр круга находится в начале коорди-

нат σ, τ: как ни выбирай (рис. 14.6) точки Р

Комментарии 

1 и 
Р2 (рис. 14.1) – концы диаметра круга Р1Р2, 
абсциссы этих точек Оv1 и Оv2

z yσ σ= −

 равны по ве-
личине и противоположны по знаку. Соответ-
ственно нормальные напряжения на рисунке 
14.5  

. 
Верен ответ 3. Конечно, в этом случае 

z yσ σ= , но и в случае неверного ответа 1) 

z yσ σ= , так что ответ 2 не верный. 
Рисунок 14.6 – Круг Мора для чистого сдвига 

 
14.2 При наложении напряженного состояния 2 исходные на-

пряжения zσ  и 0yσ =  – первое увеличится, второе станет растягиваю-
щим (положительным). Круг Мора (рис. 14.7) не пересекает оси τ (ха-
рактерная особенность круга  

 
Рисунок 14.7 – Круги Мора для растяжения (сжатия) в двух  

взаимно перпендикулярных направлениях 
 

Мора (рис. 14.4) для УПНС). При 
наложении напряженного состояния 
3 напряжения yσ  и zσ  становятся 
сжимающими (отрицательными). 
Круг Мора (рис. 14.7) опять же не 
пересекает ось τ. Верен ответ 1 – см. 
рисунок 14.8. 

 
 

Рисунок 14.8 – Круг Мора для растяжения – сжатия в двух 
взаимно перпендикулярных направлениях 
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15 Объемное напряженное состояние 
Мысленно «вырежем» из элемента на рисунке 1.4 «пирамидку» 

(рис. 15.1). На ее взаимно перпендикулярных гранях (перпендикуляр-
ных к осям x, y, z) действуют исходные напряжения (рис. 1.4), на на-
клонной грани – напряжение, представленное тремя взаимно перпенди-
кулярными составляющими px, py, pz. Площадь наклонной грани – dA, 
площади граней с исходными напряжениями: dAx = (dA)l, dAy = (dA)m, 
dAz

0, 0,

0, 0,

0, 0,

x x x xy y xz z

y yx x y y yz z

z zx x zy y z z

X p dA dA dA dA

Y p dA dA dA dA

Z p dA dA dA dA

σ τ τ

τ σ τ

τ τ σ

= − − − =

= − − − =

= − − − =

∑
∑
∑

 = (dA)n, где l = cosα, m = cosβ, n = cosγ – направляющие косинусы 
нормали n к наклонной грани. Проектируя все силы, действующие на 
«пирамидку» на рисунке 15.1, на оси х, у, z, получим три уравнения рав-
новесия 

 

откуда составляющие напряжения на наклонной площадке, проведен-
ной внутри элемента на рисунке 1.4: 

,
,

yx z
x x xy xz

x xy xz

y yx y yz

z zx zy z

dAdA dAp
dA dA dA

l m n
p l m n
p l m n

σ τ τ

σ τ τ

τ σ τ

τ τ σ

    = + + =    
    

= + +

= + +

= + +

           (15.1) 

– напряжения на произвольной площадке определяются, если заданы 
нормальные и касательные напряжения на трех взаимно перпендику-
лярных (исходных) площадках. В частном случае плоского напряженно-
го состояния (рис. 13.1) напряжения на произвольной площадке (13.2, 
13.3) определяются, если заданы нормальные и касательные напряжения 
на двух взаимно перпендикулярных (исходных) площадках. Все эти 
площадки, впрочем, перпендикулярны к третьей, свободной от напря-
жений. 

Главной площадкой назовем площадку, на которой нет каса-
тельных напряжений τ (см. рисунок 15.2). На главной площадке дейст-
вуют только нормальные (главные) напряжения, составляющие главно-
го напряжения σ представлены на рисунке 15.2. Подставляя указанные 
составляющие в формулы (15.1), получим однородную систему трех 
линейных алгебраических уравнений относительно направляющих ко-
синусов l, m, n, определяющих здесь главную площадку: 

( )
( )

( )

0,

0,

0.

x xy xz

yx y yz

zx zy z

l m n

l m n

l m n

σ σ τ τ

τ σ σ τ

τ τ σ σ

− + + =
 + − + =


+ + − =

                         (15.2) 

Поскольку направляющие косинусы удовлетворяют теореме Пифагора 
2 2 2 1l m n+ + = ,                                  (15.3) 
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Рисунок 15.1 – Напряжения на исходных и произвольной площадках 

 
Рисунок 15.2 – Главное напряжение и его составляющие 

 
Рисунок 15.3 – Напряжения на площадке, параллельной главному 

направлению, – касательного напряжения, показанного 
штриховой стрелкой, по закону парности нет 

α
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они одновременно не исчезнут, т. е. решение системы (15.2) заведомо не 
нулевое – определитель системы (15.2) 

0
x xy xz

yx y yz

zx zy z

σ σ τ τ
τ σ σ τ
τ τ σ σ

−
− =

−
.                      (15.4) 

Раскроем определитель в характеристическом уравнении (15.4) – полу-
чим кубическое уравнение, заведомо имеющее один действительный 
корень. Подставляя его в систему (15.2), найдем, что ее определитель 
(15.4) равен нулю, т.е. три уравнения (15.2) линейно зависимы. Исполь-
зуя любые два уравнения и решая их совместно с нелинейным уравне-
нием (15.3), отыщем направляющие косинусы главной площадки с 
главным напряжением σ. 

Пользуясь этим, возьмем три новые взаимно перпендикулярные 
площадки, одна из которых найденная главная площадка. Проектируя 
все силы, действующие на отсеченную часть элемента на рисунке 15.3, 
на оси n и t, получим формулы (13.2, 13,3), на основе которых доказано 
существование двух взаимно перпендикулярных главных площадок – 
главное напряжение σ никак не скажется на этих фактах, ибо, будучи 
перпендикулярным к осям n и t, не войдет в уравнения (13.1). Тем са-
мым доказано существование трех взаимно перпендикулярных главных 
площадок – вместе с этим существование трех действительных корней 
характеристического уравнения (15.4), их нумеруют в порядке убыва-
ния: 1 2 3σ σ σ≥ ≥ . 

Если главные площадки взять в качестве исходных на рисунке 
15.1, все исходные касательные напряжения исчезнут, формулы (15.1) 
дадут составляющие напряжения на произвольной площадке: 

1 2 3, , ,x y zp l p m p nσ σ σ= = =  
модуль его  

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 ;x y zp p p p l m nσ σ σ= + + = + +  

очевидно, 
2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 3 3 3 3,p l m n p l m nσ σ σ σ σ σ σ σ≤ + + = ≥ + + =  

– σ1 – наибольшее из напряжений, σ3
Итак, всякое напряженное состояние сводится в общем случае к 

растяжению – сжатию в трех взаимно перпендикулярных (главных) на-
правлениях. В частном случае, когда одно из главных напряжений рав-
но нулю, напряженное состояние – плоское; когда два корня уравнения 
(15.4) равны нулю, напряженное состояние – линейное. 

 – наименьшее. 
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15.1 Главные напряжения (рис. 15.4) σ
Тестирование 

1 = σ2 = σ3

 

 = σ. Какие на-
пряжения действуют на произвольной площадке? 

 
Варианты ответа 
 
 
1. Нормальные и касательные 
напряжения. 
 
 
2. Только нормальные напря-
жения. 
 
 
3. Только касательные напря-
жения. 

Рисунок 15.4 – Случай равных главных напряжений 
 

15.2 Характеристическое уравнение (15.4) напряженного со-
стояния, заданного напряжениями, показанными на рисунке 15.5, имеет 
вид 
 

 
 

0 0
0 0
0

x

y yz

zy z

σ σ
σ σ τ
τ σ σ

−
− =

−
, (15.5) 

 
 
где по закону парности касатель-
ных напряжений τ yz= τzy

 

. Каковы 
корни уравнения (15.5)? 

 
 

Рисунок 15.5 – Одна из трех исходных  площадок – главная 
 

Варианты ответа 
1. Один действительный и два комплексно-сопряженных. 
2. Три действительных корня. 
3. Два действительных корня и один комплексный. 
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15.1 Составляющие напряжения на произвольной площадке 
(15.1) 

Комментарии 

, ,x y zp l p m p nσ σ σ= = = , 
где l = cosα, m = cosβ, n = cosγ – направляющие косинусы нормали n к 

площадке. Величина напряжения 

– см. соотношение (15.3). На 
ке 1.2 представлено разложение на-
пряжения р на нормальное σn и ка-
сательное τn

 

. Нормальное напряже-
ние 

 
 
или 

( )2 2 2
n l m nσ σ σ= + + = . 

Касательное напряжение 2 2 0n npτ σ= − = . 
Любая из площадок – главная (с главным напряжением σ). Верен 

ответ 2. 
15.2 Раскроем определитель в уравнении (15.5): 
 

 
или 

 

корни уравнения 
σIII = σx

 
, 

 
(15.6) 

 
действи-

тельные. Заметим: главные напряжения (15.6) уже определялись – в 
плоском напряженном состоянии на рисунке 13.1 – см. формулы (13.5). 

Верен ответ 2. Кстати, вариант 3 не возможен – комплексному 
корню всегда сопутствует комплексно-сопряженный. 

( ) ( )( ) 2 0,x y z yzσ σ σ σ σ σ τ − − − − = 

( ) ( )2 2 0,x y z y z yzσ σ σ σ σ σ σ σ τ − − + + − = 

( )
cos cos cos ,

n n n x y z

x y z

np p np p p p

p p p

σ

α β γ

= = + + =

= + +

   

2
; 2

2
2

2 2

2 2

y z y zI II
y z yz

y z y z
yz

σ σ σ σ
σ σ σ τ

σ σ σ σ
τ

+ + 
= ± − + = 

 

+ − 
= ± + 

 

( )2 2 2 2 2 2 2
x y zp p p p l m nσ σ= + + = + + =Витебский государственный технологический университет
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16 Гипотеза прочности Треска – Сен – Венана и ее обобщение 
по Мору 

Наступление текучести при растяжении плоских стальных об-
разцов с полированной поверхностью сопровождается (рис. 16.2) возни-
кающими на поверхности линиями Чернова, наклоненными к оси бруса 
под углами 45º. Напряженное состояние образца линейное: продольные 
и поперечные площадки – главные, на площадках, наклоненных к ним 
под углами 45º, действуют экстремальные касательные напряжения 

max minτ τ= − . Линии Чернова – следы скольжения слоев материала друг по 
другу, и мысль, возникшая у исследователей, – объявить наибольшие 
касательные напряжения критерием появления текучести в любом на-
пряженном состоянии. 

По Треска – Сен – Венану текучесть возникает тогда, когда наи-
большие касательные напряжения достигают некоторой предельной ве-
личины, не зависящей от вида напряженного состояния, зависящей 
только от свойств материала. Следовательно, эту предельную величину 
можно определить при любом напряженном состоянии, например, при 
линейном (рис. 16.2). В предельном состоянии главные напряжения 

Òσ σ= ±  (пределы текучести при растяжении и сжатии одинаковы), наи-
большие касательные напряжения max min / 2τ τ σ= =  достигают в предель-
ном состоянии предела текучести при чистом сдвиге 

2
T

T
στ = .                                       (16.1) 

Остается найти наибольшие касательные напряжения в произ-
вольном объемном напряженном состоянии (рис. 16.1). Рассмотрим со-
вокупность площадок, параллельных одному из главных напряжений; 
на рисунке 16.1 показана одна из площадок, параллельных главному на-
пряжению 2σ . Касательному напряжению на ней, параллельному на-
пряжению 2σ , отвечает парное касательное напряжение на второй глав-
ной площадке – оба парных напряжения показаны штриховыми стрел-
ками. Но на главной площадке касательных напряжений нет, нет и дру-
гого из них – парного (оно на рисунке 16.1 зачеркнуто). На заштрихо-
ванной площадке, параллельной главному напряжению 2σ , действуют 
напряжения ασ  и ατ , перпендикулярные к главному напряжению 2σ . 
Уравнения проекций сил, действующих на отсеченную часть элемента, 
на оси n и t дадут выражения ασ  и ατ  через главные напряжения 1σ  и 3σ  
( 2σ  в эти формулы не войдет!) – такие же, как в плоском напряженном 
состоянии. Если площадкам с напряжениями ασ  и ατ  сопоставить точки 
с прямоугольными координатами ασ  и ατ , точки, отвечающие всем 
площадкам, параллельным главному напряжению 2σ , составят круг Мо-
ра – наибольший круг (рис. 16.3). Рассматривая площадки, параллель-
ные двум другим главным напряжениям, получим еще два круга.  
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Рисунок 16.1 – Объемное напряженное состояние как результат  

наложения ЛНС на ПНС 

 
Рисунок 16.2 – Линии Чернова 

 
Рисунок 16.3 – Круги Мора объемного напряженного состояния 
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Рисунок 16.4 – Предельные ЛНС при растяжении и сжатии 

 

                
 
Рисунок 16.5 – Предельный чистый сдвиг    Рисунок 16.6 – Предельное  

растяжение в плоскости 

 
Рисунок 16.7 – Наложение растяжения – сжатия в плоскости на чистый 

сдвиг и растяжение – сжатие в направлении, 
перпендикулярном к плоскости 
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Каждый из трех кругов касается двух других. Наибольшие по модулю 
касательные напряжения (рис. 16.3) 

1 3
max 2

σ στ −
= .                                (16.2) 

Условие наступления текучести по Треска – Сен – Венану 
max Tτ τ= .                                   (16.3) 

Используя здесь напряжения (16.2) и предел (16.1), напишем условие 
(16.3) в виде 

1 3 Tσ σ σ− = .                                 (16.4) 
Условие прочности 

[ ]1 3σ σ σ− ≤ .                                 (16.5) 
Левую часть условий (16.4, 16.5) называют эквивалентным напряжени-
ем по Треска – Сен – Венану. Условия (16.4, 16.5) переписываются: 
 

Ñ Â
ýêâ Òσ σ− = , [ ]Ñ Â

ýêâσ σ− ≤ ; 1 3
Ñ Â
ýêâσ σ σ− = − .                 (16.6) 

Еще раз подчеркнем, что условия и формула для эквивалентного на-
пряжения (16.6) применимы к материалам, одинаково сопротивляю-
щимся растяжению и сжатию, пределы текучести которых при растяже-
нии Òðσ  и сжатии Òñσ  одинаковы. 

Обобщим критерий Треска – Сен – Венана (16.3) на случай ма-
териалов, пределы прочности которых при растяжении âðσ  и сжатии âñσ  
различны. Учтем с этой целью (рис. 16.3) наряду с наибольшими каса-
тельными напряжениями maxτ  нормальные напряжения cσ . Материалы с 
различными пределами прочности работают на сжатие лучше ( âñ âðσ σ> ); 
следует ожидать, что эквивалентное напряжение по обобщенному кри-
терию при сжимающих ñσ  окажется меньше эквивалентного напряже-
ния при растягивающих ñσ . 

По Мору напряжения maxτ  и ñσ , взятые в предельном состоянии 
(в момент разрушения), связаны уравнением 

 
( )max , cf constτ σ = .                            (16.7) 

Положим левую часть уравнения (16.7) линейной: 
 

max ca âτ σ+ = ,                                (16.8) 
где а и в – константы, зависящие только от свойств материала. Пусть 
круг Мора на рисунке 16.3 отвечает предельному состоянию – разруше-
нию. Напряжения в уравнении (16.8) 

1 3
max 2

σ στ −
= , 1 3

2c
σ σσ +

= .                       (16.9) 

Остается найти константы а и в. Они не зависят от вида напряженного 
состояния и могут быть найдены при любых двух предельных: напри-
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мер, при ЛНС ( 1 âðσ σ= , 2 3 0σ σ= = ) и при втором предельном ЛНС 
( 1 2 0σ σ= = , 3 âñσ σ= − ) (рис. 16.4): вычисляя напряжения (16.9) и подстав-
ляя их в уравнение (16.8), получим два уравнения 

,
2 2

.
2 2

âð âð

âñ âñ

à â

à â

σ σ

σ σ


+ =


 − =


                         (16.10) 

Решение системы (16.10) 
 

1
1

âñ âð

âñ âð

mà
m

σ σ
σ σ

− −
= =

+ +
, 

1
âð âñ âð

âñ âð

â
m

σ σ σ
σ σ

= =
+ +

, 1.âð

âñ

m
σ
σ

= <            (16.11) 

После подстановки решения (16.11) в условие разрушения (16.8), напи-
шем его в виде 

1 3
Ì î ð
ýêâ âðmσ σ σ σ= − = .                       (16.12) 

Нетрудно видеть, что при чистом сдвиге (рис. 16.5) 
 

1 3 âσ σ τ= − = , Â Â âðmτ τ σ+ = , 
т. е. предел прочности при чистом сдвиге 
 

1
âð

Â â
m

σ
τ = =

+
.                              (16.13) 

При равномерном растяжении в промтранстве (рис. 16.6) круг Мора вы-
рождается в точку: 

1 3 âσ σ σ= = , â â âðmσ σ σ− = , 
т. е. предел прочности при равномерном растяжении в пространстве 
 

1
âð

â m
σ

σ =
−

.                                  (16.14) 

Отношение пределов (16.13, 16.14) 
1
1

Â

â

m a
m

τ
σ

−
= =

+
.                            (16.15) 

Предел (16.13) и отношение (16.15) пределов (16.13, 16.14) – константы 
в и а в условии разрушения (16.8). 

Рассмотрим теперь напряженные состояния на рисунке 16.7. В 
правом из них главные напряжения и эквивалентное напряжение (16.12) 

 
1 maxcσ σ τ= + , 3 maxcσ σ τ= − , ( ) ( ) max1 1Ì î ð

ýêâ cm mσ σ τ= − + + ;       (16.16) 
в левом из них 

1 maxcσ σ τ= − + , 3 maxcσ σ τ= − − , ( ) ( ) max1 1Ì î ð
ýêâ c m mσ σ τ= − − + +     (16.17) 

– действительно, эквивалентное напряжение при сжимающих ñσ  (16.17) 
меньше эквивалентного напряжения при растягивающих ñσ  (16.16). 
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16.1 На рисунке показаны три напряженных состояния. Какое из 
них наиболее опасно? 

Тестирование 

 
 
 

 
 
 
 

Варианты ответа 
 

1. 1.           2. 3              3. Все напряженные состояния равноопасны. 
 

16.2 Напряженное состояние стали углеродистой марки Ст. 3 с 
пределом текучести Tσ  = 220МПа и отливки из серого чугуна марки СЧ 
– 21 с пределом прочности при растяжении σвр

 

 = 220МПа и пределом 
прочности при сжатии 750МПа – чистый сдвиг. Какой из материалов 
прочнее? 

 
 

Варианты ответа 
 

1. Чугун.          2. Сталь.          3. Материалы равнопрочны. 

Витебский государственный технологический университет



 82 

16.1 Эквивалентное напряжение по Треска – Сен – Венану (16.6) 
Комментарии 

 
1 3

Ñ Â
ýêâσ σ σ− = − , 

 
эквивалентное напряжение по Мору (16.12) 
 

1 3
Ì î ð
ýêâ mσ σ σ= − . 

 
Главные напряжения в заданных напряженных состояниях 
 

1 4 ðσ = , 2 2 ðσ = , 3 3ðσ = − ; 1 4 ðσ = , 2 0σ = , 3 3ðσ = − ; 1 4 ðσ = , 2 2 ðσ = − , 
3 3ðσ = − , 

 
т. е. во всех трех наибольшее и наименьшее напряжения 
 

1 4 ðσ = , 3 3ðσ = − . 
 
Эквивалентные напряжения 
 

( )4 3 7Ñ Â
ýêâ ð ð ðσ − = − − = , ( )4 3 4 3Ì î ð

ýêâ ð m p p mpσ = − − = + . 
 
Верен ответ 3: заданные напряженные состояния равноопасны, хотя и 
отличаются друг от друга минимаксом 2σ . Неучет минимакса – недоста-
ток рассмотренных критериев. 

16.2 Предел текучести стали при сдвиге по Треска – Сен – Вена-
ну (16.1) 

 
1 1 220 110
2 2T Tτ σ= = = МПа, 

 
предел прочности чугуна при сдвиге по Мору (16.13) 
 

1
âð

Â m
σ

τ =
+

, 220 0,294
750

âð

âñ

m
σ
σ

= = = , 220 170
1 0,294Âτ = =
+

МПа. 

 
Верен ответ 1. 
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17 Универсальное уравнение упругой кривой 
Положим, что точки материала деформируемого тела (сплошной 

среды) перемещаются под нагрузкой (рис. 17.1) в плоскости yz – не пе-
ремещаясь в направлении оси х (перемещения u = 0). Считая все пере-
мещения малыми (по сравнению с размерами тела), напишем переме-
щения (рис. 17.1) точек, бесконечно близких к точке А: 

B A
ww w dz
z

∂
= +

∂
, B A

vv v dz
z
∂

= +
∂

, c A
ww w dy
y

∂
= +

∂
.           (17.1) 

Малость перемещений (17.1) гарантирует малость разностей 

B A
ww w dz
z

∂
− =

∂
, B A

vv v dz
z
∂

− =
∂

, c A
ww w dy
y

∂
− =

∂
          (17.2) 

и, следовательно, малость углов (рис. 17.1) 1ϕ  и 2ϕ , и замену длин от-
резков А1В1 и А1С1 на длины отрезков А1В´1 и А1С´1

( ) B A
wdz w w dz
z

∂
∆ = − =

∂

  : малые абсолют-
ное и относительное удлинения отрезка АВ (см. первую из разностей 
(17.2)) 

, ( )
z

dz w
dz z

ε
∆ ∂

= =
∂

,             (17.3) 

аналогично этому, /y v yε = ∂ ∂ ; угол сдвига в плоскости yz (см. вторую и 
третью из разностей (17.2)) 

( ) ( )1 1 1 1 2
c AB A

yz
w wv v v wCAB C A B

dz dz dy dy z y
γ ϕ ϕ −− ∂ ∂

= ∠ −∠ = + = + = +
+ ∆ + ∆ ∂ ∂

  (17.4) 

(удлинениями ( )dz∆  и ( )dy∆  пренебрегли в виду их малости по сравне-
нию с первоначальными размерами dz и dy). 

Используем соотношения (17.4, 17.3) в теории прямого изгиба. 
Полагая, что поперечные сечения стержня перемещаются, оставаясь 
плоскими, а углы между ними и продольными “волокнами” остаются 
прямыми (рис. 17.1), найдем, что 

0yzγ = , ( ) ( ),v z w y z
z y

∂ ∂
= −

∂ ∂
, 

2

2
zd v w

dz y z y
ε∂ ∂ ∂ = − = − ∂ ∂ ∂ 

.        (17.5) 

По закону Гука (4.2) /z z Eε σ= ; нормальные напряжения при прямом из-
гибе (9.1) 

x
z

x

M y
I

σ = − , 

т. е. дифференциальное уравнение для прогибов (дифференциальное 
уравнение упругой кривой) стержня (балки) (17.5) приобретает вид 

( ) ( )2

2
xx

x x

d v z M zM y
dz y EI EI

 ∂
= − − = ∂  

.                (17.6) 

Проинтегрируем уравнение (17.6) (считая жесткость EIx

2 2
00 0

1 0 0 0 02 2x
q z q zM M Q z M z Q z= + + ≡ + +

 посто-
янной) на первом участке нагружения балки (рис. 17.3). Изгибающий 
момент в произвольном сечении первого участка 

, 0
0 0M z M≡ .       (17.7) 
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Рисунок 17.1 – Малые перемещения и деформации в плоской  
деформации сплошной среды 

 
 

 
 
 

Рисунок 17.2 – Малые перемещения при прямом изгибе: прогибы и  
углы поворота поперечных сечений 
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Рисунок 17.3 – Первый и второй участки нагружения балки 
 

 
 

Рисунок 17.4 – Краевые условия – условия закрепления шарнирно- 
опертой и защемленной балок 
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Первое интегрирование дает углы поворота поперечных сечений – углы 
наклона касательных к упругой кривой 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3
1 1 0 0 0 1 0 1

1 1 ,
2 6x x x

dv z
EI z EI tg z EI M z Q z q z C z C

dz
ϕ ϕ≈ = = + + + = Φ +  

(17.8) 

( ) 2 3
0 0 0 0

1 1 ;
2 6

z M z Q z q zΦ = + +  

второе интегрирование – прогибы 

( ) ( )2 3 4
1 0 0 0 1 1 0 1 1

1 1 1
2 6 24xEI v z M z Q z q z C z D V z C z D= + + + + = + + , 

(17.9) 

( ) 2 3 4
0 0 0 0

1 1 1
2 6 24

V z M z Q z q z= + + ,  

С1 и D1
Изгибающий момент в произвольном сечении второго участка 

(рис. 17.3) 

 – произвольные постоянные интегрирования. 

( ) ( ) ( )22
0 10 0

2 0 0 1 1 1 1 12 2x

z aq zM M z Q z M z a Q z a q
−

= + + + − + − +     (17.10) 

– к моментам, вычисляемым по формуле (17.7), добавлены изгибающие 
моменты ( )0

1 1 1M z a M− ≡ , ( )1 1Q z a−  и момент добавленной распределен-
ной нагрузки с интенсивностью q1. Первое интегрирование момента 
(17.10) дает (см. функцию Ф0

( ) ( ) ( )2 0 1 1 2xEI z z z a Cϕ = Φ +Φ − +

 (17.8)) углы поворота поперечных сече-
ний 

,               (17.11) 
 

второе (см. функцию V0

( ) ( ) ( )2 0 1 1 2 2xEI v z V z V z a C z D= + − + +
 (17.9)) – прогибы 

.             (17.12) 
 

Используем в функциях (17.8) и (17.11) условие гладкости упругой кри-
вой на границе между участками нагружения – полагая в них z = a1

( ) ( )1 1 2 1a aϕ ϕ=
: на 

рисунке 17.3 , т. е. 
( ) ( ) ( )0 1 1 0 1 1 1 1 2a C a a a CΦ + = Φ +Φ − + , 1 2C C C= = .        (17.13) 

 
Используем в прогибах (17.9, 17.12) условие непрерывности 
( ) ( )1 1 2 1v a v a= : 

( ) ( ) ( )0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 2 1 2V a C a D V a V a a C a D+ + = + − + + , 1 2D D D= = .    (17.14) 
На всех участках нагружения произвольные постоянные интегрирова-
ния (17.13, 17.14) одни и те же. Найдем их из начальных условий на 
первом участке (рис. 17.3) ( )1 00ϕ ϕ= , ( )1 00v v= : используя выражения 
(17.8, 17.9), найдем 0xC EI ϕ= , 0xD EI v= . Распространяя теперь выражение 
(17.12) на случай n-го участка нагружения, напишем универсальное 
уравнение для прогибов: 
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( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 3 4
0 0 0 0 0 1

2 3 4
1 1 1 1 1 1 2

2 3 4
1 1 1 1 1 1

1 1 1
2 6 24

1 1 1
2 6 24

1 1 1... .
2 6 24

x x x

n n n n n n n

EI v z EI v EI z M z Q z q z

M z a Q z a q z a

M z a Q z a q z a

ϕ

− − − − − −

= + + + + +

+ − + − + − +

+ + − + − + −

   (17.15) 

Выражение для углов поворота может быть получено (см. уравнение 
(17.8)) дифференцированием прогиба (17.15). 

В уравнении (17.15) начальный прогиб v0 и начальный угол по-
ворота φ0

Заметим в заключение, что уравнение (17.15) даст прогибы на 
любом (к-ом) участке нагружения балки – для их вычисления берем все 
слагаемые слева от черты 

 (по существу, произвольные постоянные интегрирования) ос-
тались неизвестными. Они определяются из краевых условий, примеры 
которых показаны на рисунке 17.4. 

ê . 

17.1 На рисунке показана шарнирно-опертая балка. Какой из ва-
риантов упругой кривой принадлежит ей? 

Тестирование 

 
 

Варианты ответа 

 
 

17.2 На рисунке показана консольная полка. В каком из случаев 
нагружения тюком прогиб ее свободного конца больше? 

 
Варианты ответа 

1. В случае а).      2. В случае б).        3. Прогибы одинаковы. 
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17.1 На участке АВ изгибающие моменты М
Комментарии 

х = 0 – участок не 
искривляется (остается прямолинейным), поворачиваясь на угол φ0, по-
ка неизвестный. Его можно определить, записывая уравнение (17.15) на 
втором участке ВС с подстановкой в него значения z = a2

( )2 2 0cv v l= =
 = 2l, т. е. ис-

пользуя краевое условие : 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
(правило знаков: на ри-
сунке 17.3 все величины в 
рамках положительны). 
Прогибы 

( ) 2 3
1

1 1 ,
12 12x B xEI v EI v l Fl l Fl= = ⋅ =  

( ) ( )32 3 3
3 1 2 3

1 1 1 113 3 2 .
12 6 6 12x D xEI v EI v l Fl l F l Fl Fl= = ⋅ − + = −  

Впрочем, можно руководствоваться качественными соображе-
ниями. Вторая производная 2 2/d v dz  равна при малых перемещениях 
кривизне упругой кривой. При отрицательных моментах балка изгиба-
ется выпуклостью вверх. Проводя через точку С (vc = 0) выпуклую 
вверх кривую В1СD1 и сопрягая ее с прямой АВ1

17.2 В случае а) уравнение (17.15) дает 

, найдем ответ 1. Ответ 
2 не учитывает правило знаков для изгибающих моментов. Ответ 3 
предлагает негладкую в точке В кривую. 

 

( ) ( ) ( )2 3 3
1

1 1 82 2 2 2
2 6 3x B xEI v EI v l Fl l F l Fl= = − + = − .       (17.16) 

 
В случае б) силы тяжести, действующие на тюк и передающиеся 

на полку, приводятся к равнодействующей F, приложенной в точке В, – 
реакции заделки останутся прежними. Но (как кажется!) к значению 
(17.16) следует добавить результат действия равномерно распределен-
ной нагрузки с интенсивностью ( )/ 2q F l= : 

( ) ( ) 3
2 0 1 2

12 2 0,
6x xEI v l EI l Flϕ= − =

2
0

1 0
12xEI Flϕ = >
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( ) ( ) ( )2 3 4 3 3 3
2 1 2

1 1 1 8 1 1292 2 2 2
2 6 24 2 3 48 48x B x

FEI v EI v l Fl l F l l Fl Fl Fl
l

= = − + − = − − = −

 
– абсолютная величина искомого прогиба выросла. Однако ответ 

2 не верен. Лежащая на полке часть тюка не давит на полку, интенсив-
ность равномерно распределнной нагрузки 0q = . Верен ответ 3. 
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18 Обобщенный закон Гука 
Упругие деформации – относительные удлинения εх, εу, εz ребер 

элемента (рис. 1.4) и углы его сдвига γху, γуz, γzx

x
u
x

ε ∂
=
∂

 в общем случае объем-
ной деформации (не плоской) находятся по формулам, обобщающим 
формулы (17.3, 17.4) для случая плоской деформации (рис. 17.1), 

, y
v
y

ε ∂
=
∂

, z
w
z

ε ∂
=
∂

; 

(18.1) 

xy
u v
y x

γ ∂ ∂
= +
∂ ∂

, yz
v w
z y

γ ∂ ∂
= +
∂ ∂

, zx
w u
x z

γ ∂ ∂
= +
∂ ∂

. 

Упругие деформации элемента сплошной анизотропной среды (18.1) 
связаны с напряжениями на рисунке 1.4 линейными соотношениями 
 

11 12 13 14 15 16

21 22 26

31 32 36

41 42 46

51 52 56

61 62 66

,
... ,
... ,
... ,
... ,
... ,

x x y z xy yz zx

y x y zx

z x y zx

xy x y zx

yz z y zx

zx z y zx

ik ki

a a a a a a
a a a
a a a
a a a
a a a
a a a

a a

ε σ σ σ τ τ τ

ε σ σ τ

ε σ σ τ

γ σ σ τ

γ σ σ τ

γ σ σ τ

= + + + + +

= + + +

= + + +

= + + +

= + + +

= + + +

=

    (18.2) 

 
– обобщенным законом Гука. Вводя в рассмотрение матрицы – столбцы 
(«векторы») деформаций и напряжений и симметричную 6×6 – матрицу 
коэффициентов деформации, напишем закон Гука (18.2) наиболее ком-
пактно: 
 

( )ikaε σ=
 

, 

.

.

.

.

x

zx

ε

ε

γ

 
 
 
 

=  
 
 
  
 


, 

.

.

.

.

x

zx

σ

σ

τ

 
 
 
 

=  
 
 
  
 


, ( )

11 16

61 66

. . . .
. \ .
. \ .
. \ .
. \ .

. . . .

ik

a a

a

a a

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

,            (18.3) 

 
штрихами показана главная диагональ матрицы. 

Пусть в направлениях z и z΄, симметричных относительно плос-
кости ху, упругие свойства среды одинаковы. Направление z – главное 
направление упругости, плоскость ху – плоскость упругой симметрии. 
Такую плоскость можно указать в любой точке среды, все они парал-
лельны. 
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Рисунок 18.1 – Направление z – главное направление упругости, 

плоскость xу – плоскость упругой симметрии 
 

      
 
 
Рисунок 18.2 – Ортотропное  

        тело              
       Рисунок 18.4 – Чистый сдвиг в плоскости 

 изотропии 
 
 

       
 
Рисунок 18.3 – Транстропное  

 тело                          Рисунок 18.5 – К вычислению объемной 
 деформации изотропного тела 
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На рисунке 18.1 показан элемент, на гранях которого действуют 
касательные напряжения τzx

36z zxaε τ= ⋅

, параллельные главному направлению z. 
Относительное удлинение элемента (18.2) в направлении оси z 

, 
если изменить направление напряжений (направить их вдоль оси z´) – 

36z zxaε τ= − ⋅ , 
но свойства среды в направлениях z и z´ одинаковы – если первые на-
пряжения (показаны «сплошными» стрелками) вызвали удлинение, то и 
вторые (показаны «штриховыми» стрелками) вызовут удлинение 

36z zxaε τ′ = ⋅ , не укорочение. Выход из противоречия – положить упругую 
постоянную а36 равной нулю – показанные на рисунке 18.1 касательные 
напряжения τzx (и не показаные на рисунке напряжения τzу) не вызовут 
удлинения – укорочения εz. Аналогично этому, угол сдвига (18.2) эле-
мента, растянутого напряжениями σz

51yz zaγ σ=
, 

, 
но с таким же правом можно написать 

51yz yz zaγ γ σ′− = =  
– и здесь следует положить а51

Пусть плоскость упругой симметрии ху заменена зеркалом: нор-
мальные напряжения σ

=0. 

х и σу (не показаны на рисунке 18.1), σz; каса-
тельные напряжения τху = τух (не показаны на рисунке), действующие в 
плоскости упругой симметрии; удлинения , εх, εу, εz, угол сдвига γху (не 
показан на рисунке) в плоскости симметрии, будучи отраженными в 
зеркале, не изменяют своих направлений – знаков. Назовем их «симмет-
ричными» напряжениями и деформациями: они связаны друг с другом 
соотношениями (18.2), где постоянные аi5, ai6 (i = 1, 2, …, 6) равны ну-
лю. Напряжения τzx = τхz, τzу = τуz и углы сдвига γуz, γzx

1 2 3 4, , ,i i i ia a a a

 в плоскостях, 
перпендикулярных к плоскости упругой симметрии, будучи отражены в 
зеркале, изменяют направления – знаки. Назовем их «антисимметрич-
ными». Они связаны соотношениями закона (18.2), где постоянные 

 (i = 1, 2, …, 6) равны нулю. 
Матрица (18.3) приобретает вид 

( )

11 14

21 24

31 34

41 44

55 56

65 66

. . 0 0
\. . 0 0
. \. 0 0
. . 0 0

\0 . . . 0
\0 . . . 0

ik

a a
a a
a a

a
a a

a a
a a

  
  
  
  
 =  
    
       

,                          (18.4) 

 
она состоит из двух – 4×4 и 2×2 – симметричных субматриц (штрихами 
отмечены главные диагонали субматриц). Учтем симметрию матрицы 
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(18.4) и найдем число упругих постоянных, отличающихся друг от дру-
га: 

4 4 4 2 2 24 2 13
2 2

× − × −   + + + =   
   

,                       (18.5) 

из них независимы 12 [1]. 
В общем случае анизотропии (18.3) констант, отличающихся 

друг от друга: 
6 6 6 6 21

2
× −

+ = , 

из них независимы 18 [1]. 
Примеры анизотропных материалов с упругой симметрией: 

слоистые и волокнистые стеклопластики, состоящие из пластмассы, ар-
мированной стекляными волокнами. 

В основе слоистого стеклопластика ортогонального армирова-
ния несколько чередующихся слоев параллельных нитей, взаимно пер-
пендикулярных с нитями соседних слоев (рис. 18.2). Плоскости, парал-
лельные слоям, могут быть признаны плоскостями упругой симметрии. 
Понятно, что и плоскости, перпендикулярные нитям 1-го и 2-го рода, – 
тоже плоскости упругой симметрии. Такой материал (с тремя главными 
направлениями х, у, z) называется ортотропным. Все нормальные на-
пряжения и удлинения в главных направлениях – симметричные факто-
ры, все касательные напряжения и углы сдвига – симметричные факто-
ры по отношению к плоскости симметрии, параллельной им, и анти-
симметричные по отношению к двум другим плоскостям симметрии. 
Матрица упругих постоянных 

( ) [ ]
[ ]
[ ]

11 13

21 23

31 33

44

55

66

\ . . .
. \. . 0
. . . \

0ik

a a
a a
a a

a a

a

a

  
  
  
    =
 
 
 
  
 

.                  (18.6) 

 
Число упругих постоянных в матрице (18.6) снижается против числа 
(18.5): 

3 3 3 1 1 13 1 3 9
2 2

× − × −   + + + =   
   

 

– все они независимы. 
Однонаправленный (в направлении оси z) намоточный стекло-

пластик (рис. 18.3) состоит из связующего, армированного параллель-
ными стеклянными волокнами. Плоскость, перпендикулярная волокнам, 
– плоскость упругой симметрии; она же – плоскость изотропии, ибо во 
всех направлениях х, у, х´, у´ и т.  п. в этой плоскости упругие свойства 
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стеклопластика одинаковы. Структура матрицы (18.6) не изменится, но 
число независимых констант уменьшается до 5, хотя в соотношениях 
(18.2) 

 

( )

( )

( )

1 ,

1 ,

1 ,

x x y z

y x y z

z x y z

E E

E E

E E

µε σ µσ σ

µε µσ σ σ

µε σ σ σ

′
= − −

′
′

= − + −
′

′
= − + +

′ ′

  

,

,

xy
xy

zy
yz

zx
zx

G

G

G

τ
γ

τ
γ

τγ

=

=
′

=
′

                     (18.7) 

 
(Е и Е´ – модули Юнга, µ и µ´ – коэффициенты Пуассона, G и G´ – мо-
дули сдвига) 6 констант. Тело, подчиняющееся закону Гука (18.7), на-
зывается транстропным. 

Рассмотрим (рис. 18.4) чистый сдвиг ( 0zσ = ) в плоскости изо-
тропии: на исходных площадках равного размера действуют только ка-
сательные напряжения, на главных площадках, наклоненных к исход-
ным под углами (13.8, 13.9), равными 45º, действуют главные напряже-
ния 

max
min

σ τ= ± .                                           (18.8) 

Относительные удлинения ребер элемента с гранями – главными пло-
щадками найдем по закону (18.7): 

max max min
min min max

1 1
E E

µε σ µσ τ+ 
= − = ± 

 
,                       (18.9) 

 
угол сдвига элемента с гранями – исходными площадками (по закону 
(18.7)) 

G
τγ = .                                              (18.10) 

 
Деформированное состояние в плоскости изотропии описывается фор-
мулами, аналогичными формулам плоского напряженного состояния, 
рассмотренного в лекции 13. Последние переписываются с заменой 
нормальных напряжений на относительные удлинения и касательных 
напряжений на половины углов сдвига. Напишем по аналогии с равен-
ством (18.8): 

max
min 2

γε = ± , 

 
или (см. формулы (18.9, 18.10)) 
 

1
2E G

µ ττ+
= , 

( )2 1
EG
µ

=
+

.                              (18.11) 
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Из связи (18.11) следует, что независимых констант в законе (18.7) не 6, 
а 5. 

Закон Гука для изотропного тела получается из закона (18.7), ес-
ли положить в последнем Е´ = Е, µ´ = µ, G´ = G. Напряженное состояние 
на рисунке 1.4 представляется (рис. 18.5) наложением двух напряжен-
ных состояний. При втором из них объем элемента изотропной среды не 
изменится. Изменение объема элемента V dxdydz=  

 
( ) ( ) ( )1 1 1 1x y zV V V dx dy dz dxdydzε ε ε ∆ = − = + + + −  , 

 
где ( ) ( ) ( )1 , 1 , 1x y zdx dy dzε ε ε+ + +  – длины ребер элемента, получивших уд-
линения , ,x y zdx dy dzε ε ε  при растяжении напряжениями , ,x y zσ σ σ . Рассмат-
ривая упругие деформации (порядка 0,001 первоначальных размеров), 
получим 

( )1 ...x y zV dxdydz dxdydzε ε ε∆ = + + + + −  
(многоточием обозначены произведения малых относительных удлине-
ний, ими пренебрегаем). Относительная объемная деформация 

x y z
V

V
ε ε ε∆

Θ = = + + . 

Записывая закон (18.7) для изотропного тела, получим: 
 

( )1 2
x y zE K

µ σσ σ σ−
Θ = + + = ,                           (18.12) 

 
где среднее нормальное напряжение и объемный модуль упругости 
 

( )1
3 x y zσ σ σ σ= + + , 

( )3 1 2
EK

µ
=

−
. 

 
При положительных (растягивающих) напряжениях (σ > 0) объем эле-
мента увеличивается ( в крайнем случае, остается неизменным), т. е. 
объемный модуль упругости 
 

0 K ≤ ∞< , 
 

коэффициент Пуассона изотропного тела 0,5µ ≤ . При 0,5µ =  деформа-
ция (18.12) равна нулю. 
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18.1 Какую структуру приобретает матрица коэффициентов де-
формации ортотропного тела (18.6), если оси 
координат, совпадающие с главными направ-
лениями х, у, z (рис. 18.2), повернуть вокруг 
оси z на угол 

Тестирование 

90α ≠  ? 
Варианты ответа 
1. Структура матрицы (18.6) не изме-

нится. 
2. Структуру матрицы (18.4). 

3. Структуру матрицы (18.3), не содержащей нулей. 
18.2 Какие из матриц вида (18.3) наиболее полно описывают уп-

ругие деформации в упрощенном плоском напряженном состоянии изо-
тропного тела, представленном на рисунке 18.6? 

 

 
 

Рисунок 18.6 – Упрощенное плоское напряженное состояние  
изотропного тела 

 
Варианты ответа 

 

1 0
1. , ,

10

z

yz

E

G

εσ
γτ

 
    
    
      
 

.                              

1 0

12. 0 0 , ,
0

0 0

z

yz

y

E E

G

E

µ

σ ε
τ γ

εµ

 − 
   
   
             − 

 

. 

 
1 0

10 0 0
3. , ,

00 0 0
0

0 0 0

z

yz

y

x

E E E

G

E

E

µ µ

εσ
γτ
εµ
ε

µ

 − − 
                 −            
 − 
 

. 
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18.1 Если систему координат на рисунке (18.2) повернуть вокруг 
главного направления z (на угол 

Комментарии 

90α ≠  ), направления х и у перестанут 
быть главными направлениями в упругом теле. Сохранится одно глав-
ное направление (ось z) и, соответственно, одна плоскость упругой 
симметрии (плоскость ху). Матрица коэффициентов деформации примет 
вид матрицы (18.4)  

( )

11 14

21 24

31 34

41 44

55 56

65 66

. . 0 0

. . 0 0

. . 0 0
.

. . 0 0

0 . . . 0
0 . . . 0

ik

a a
a a
a a

a
a a

a a
a a

  
  
  
  
 =  
    
       

 

Верен ответ 2. 
 

18.2 Элемент тела на рисунке 18.6, находясь в УПНС, удлиняет-
ся в направлении оси z (получая удлинение zε ), сужается в направлени-
ях осей х и у (получая равные укорочения xε  и yε ) и становится косо-
угольным (получая угол сдвига yzγ ). 

 
Закон Гука (18.7), написанный для изотропного тела, дает 
 

z E
σε = , yz G

τγ = , y x E
σε ε µ= = − . 

Верен ответ 3. 
 

Действительно,  
 

1 0 0 0,

10 0 0 0 0,

0 0 0 0 0,

0 0 0 0 0 .

z z

yz

y

x

E E E

G

E

E

µ µε σ τ

γ σ τ

µε σ τ

µε σ τ

= + ⋅ − ⋅ − ⋅

= ⋅ + + ⋅ + ⋅

= − + ⋅ + ⋅ + ⋅

= − + ⋅ + ⋅ + ⋅
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19 Кручение круглого бруса 
Нанесем (рис. 19.1) на поверхность бруса поперечные окружно-

сти и продольные прямые. Закрутим брус. Поперечные окружности не 
изменятся, продольные прямые превратятся в винтовые линии, образуя 
в пересечении с поперечными окружностями одинаковые углы, отли-
чающиеся от первоначальных прямых углов на угол сдвига γ. Расстоя-
ния между поперечными окружностями не изменятся. Можно допус-
тить, что поперечные сечения бруса, плоские и перпендикулярные к 
продольной оси бруса z, остаются плоскими, поворачиваясь вокруг про-
дольной оси подобно жестким дискам. Перемещения дисков вдоль оси z 
равны нулю (w = 0). 

Пусть произвольное поперечное сечение на рисунке 19.1 пово-
рачивается на угол φ(z). Полагая его малым, покажем на рисунке вектор 
перемещения произвольной точки сечения А(х, у), направляя его вдоль 
перпендикуляра к радиусу – вектору точки r(х, у). Величина перемеще-
ния 

( )r zϕ∆ =                                      (19.1) 
и перемещения вдоль осей координат х, у 

( ) ( )cos cosu r y zα α ϕ ϕ= ∆ = = , ( )sinv x zα ϕ= −∆ = −         (19.2) 
– составляющие перемещения (19.1) пропорциональны расстоянию точ-
ки А от центра тяжести сечения С – от продольной оси бруса. 

Деформации (18.1) находятся дифференцированием перемеще-
ний (19.2): 

0x
u
x

ε ∂
= =
∂

, 0y
v
y

ε ∂
= =
∂

, 0z
w
z

ε ∂
= =
∂

;                     (19.3) 

( ) ( ) 0xy
u v z z
y x

γ ϕ ϕ∂ ∂
= + = − =
∂ ∂

, yz
v w x
z y

γ ϕ∂ ∂ ′= + = −
∂ ∂

, zx
w u y
x z

γ ϕ∂ ∂ ′= + =
∂ ∂

     (19.4) 

(штрихом помечается дифференцирование по координате z). 
Подставляя относительные удлинения (19.3) в уравнения закона 

Гука (18.7), найдем, что нормальных напряжений в поперечных и про-
дольных сечениях нет: 0z x yσ σ σ= = = . Подставляя в уравнения (18.7) уг-
лы сдвига (19.4), получим касательные напряжения (рис. 19.2) в попе-
речных и продольных сечениях 

0xy yxτ τ= = , yz zy Gxτ τ ϕ′= = − , zx xz Gyτ τ ϕ′= = .            (19.5) 
Перейдем к дифференциальным уравнениям равновесия (12.3, 

12.4), используя в них напряжения (19.5): 

0 0 0xyx xz Gy
x y z

τσ τ ϕ
∂∂ ∂ ′′+ + = + + =

∂ ∂ ∂
, 

0 0 0yx y yz Gx
x y z
τ σ τ

ϕ
∂ ∂ ∂

′′+ + = + − =
∂ ∂ ∂

, 

0 0 0 0zyzx z

x y z
ττ σ∂∂ ∂

+ + = + + =
∂ ∂ ∂

; 
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Рисунок 19.1 – Перемещения при повороте сечения 

 
Рисунок 19.2 – Напряженное состояние при кручении – чистый сдвиг 

                              
Рисунок 19.3 – Момент m                             Рисунок 19.4 – Эпюры  
        уравновешивается                                касательных напряжений 

 крутящим моментом Мz                                
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находим 
0ϕ′′ = , d const

dz
ϕϕ′ ≡ = Θ = .                      (19.6) 

Величина (19.6) – удельный (погонный) угол закручивания. Касатель-
ные напряжения (19.5) 

yz G xτ = − Θ , xz G yτ = Θ .                          (19.7) 
Найдем угол (рис. 19.2), составляемый суммарным напряжением с со-
ставляющими (19.7) 

xz yzi jτ τ τ= +
                                 (19.8) 

с радиусом – вектором 
:r xi yj= +

                                  (19.9) 
скалярное произведение векторов (19.8, 19.9) 

0xz yzr x y G yx G xyτ τ τ⋅ = + = Θ − Θ =
  . 

Следовательно, вектор касательного напряжения (19.8) перпен-
дикулярен радиусу – вектору (19.9). Его величина  

2 2 2 2
xz yz G y x G rτ τ τ= + = Θ + = Θ              (19.10) 

пропорциональна расстоянию точки, где оно действует, от продольной 
оси z. Ему отвечает парное напряжение в продольном аксиальном (про-
ходящем через продольную ось z) сечении. Напряженное состояние при 
кручении – чистый сдвиг (рис. 19.2). 

Удельный угол закручивания найдем из краевых условий на 
торцах бруса (рис. 19.3): закручивающий момент m уравновешивается 
крутящим моментом, к которому приводятся касательные силы dAτ , 
действующие в поперечном сечении, близком к торцу: 

( )z
A

M dA r mτ= =∫ , 

или (см. величину (19.10)) 
2

A

G r dA mΘ =∫ .                            (19.11) 

Интеграл в формуле (19.11) – полярный момент инерции круга 
4 / 32pI dπ= ;                             (19.12) 

искомый удельный угол закручивания (19.6) 
z

p p

d m M
dz GI GI
ϕ
= Θ = = ,                        (19.13) 

абсолютный угол закручивания 

0

l
z z

p p p

M dz M l ml l
GI GI GI

ϕ∆ = = = = Θ∫ .                  (19.14) 

Касательные напряжения (19.10) (см. формулу (19.13)) 
z z

p p

M MG r r
GI I

τ = =                               (19.15) 

распределяются вдоль радиуса сечения по линейному закону (рис. 19.4). 
Наибольшие касательные напряжения (19.15) 
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max max
z

p

M r
I

τ = , 

полярный момент сопротивления (см. формулу (19.12)) 
4 3

max

/ 32
/ 2 16

p
p

I d dW
r d

π π
= = = ,                           (19.16) 

т. е. наибольшие касательные напряжения 

max
z

p

M
W

τ = .                                      (19.17) 

Напряжения (19.17) и угол закручивания (19.13) подставляются в усло-
вия прочности и жесткости 

[ ]maxτ τ≤ , [ ]Θ ≤ Θ                                (19.18) 
([ ]τ  – допускаемое касательное напряжение, [ ]Θ  – допускаемый удель-
ный угол закручивания). Прочность и жесткость бруса тем выше, чем 
больше геометрические характеристики прочности и жесткости сечения 
(19.16) и (19.12). 

Допускаемые касательные напряжения в условии прочности 
(19.18) (см. пределы текучести (16.1) и прочности (16.13) при чистом 
сдвиге) 

[ ] [ ]1
2

τ σ= , [ ] [ ]1
1 pm

τ σ=
+

, 

где [ ]σ  и [ ]p
σ  – допускаемые напряжения при растяжении – сжатии и 

при растяжении. 

19.1 Какая из эпюр касательных напряжений, действующих в 
продольном аксиальном сечении, пра-
вильная? 

Тестирование 

Варианты ответа 
1. Эпюра II. 
2. Эпюра I. 
3. Эпюра III. 
19.2 Какой из участков закру-

ченного статически неопределимого 
бруса закручен интенсивнее других? 

Варианты ответа 
1. Участок СD. 
2. Участок ВС. 
3. Величины удельных уг-

лов закручивания одинаковы на 
всех участках.  
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19.1 Парные касательные напряжения (19.15) в аксиальных се-
чениях должны распределяться вдоль 
радиусов по линейному закону, нарас-
тая от центра к образующей круглого 
бруса. Этому требованию удовлетво-
ряют эпюры II и III, но касательные 
напряжения III не являются парными к 
тем, которые действуют в поперечном 
сечении в точках радиуса СР (см. ри-
сунок). Верен ответ 1. 

Комментарии 

 
 
 

19.2 Сечения В и С поворачиваются (ввиду симметрии нагруже-
ния) на равные углы, но в противоположных направлениях ( c Bϕ ϕ= − ) – 
см. эпюру углов поворота. Углы закручивания (19.6) находятся из фор-
мул (19.14): 

 
 
 

AB B A B
AB l l l

ϕ ϕ ϕ ϕ∆ −
Θ = = = , 

 
2

2 2 2
BC C B C B

BC l l l l
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∆ −

Θ = = = = − , 

 
 

 
 
 
 

 
Верен ответ 3. 

Из формулы (19.13) следует равенство модулей крутящих мо-
ментов – см. эпюру Мz. Реактивные моменты МА и МD

.CD D C C B
CD l l l l

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∆ −
Θ = = = − =

 в заделках равны 
m / 2. 
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20 Гидродинамическая аналогия в теории кручения 
Формула (19.15) для касательных напряжений в круглом попе-

речном сечении дает в приложении к прямоугольному сечению наи-
большее касательное напряжение в точке D, наиболее удаленной от 
центра тяжести сечения С. Но точка D – вершина выходящего угла, где 
(рис. 12.2) τ = 0. Очевидно, формула (19.15) приложима только к круг-
лому сечению и не пригодна в случае, изображенном на рисунке 20.1. 
Действительно, формула (19.15) выведена на основе гипотезы плоских 
сечений, тогда как прямоугольные сечения на рисунке 20.1 искривляют-
ся (депланируют), что можно вывести из искривления поперечных ри-
сок, нанесенных на поверхность бруса. 

Распределение касательных напряжений в прямоугольном сече-
нии можно представить, используя задачу о стационарном течении по-
тока идеальной невязкой жидкости в границах поперечного сечения 
бруса в задаче о его свободном кручении. Дифференциальные уравне-
ния обеих задач одинаковы – переменные обеих связаны одинаковыми 
зависимостями. Говорят, что между переменными обеих задач установ-
лена аналогия. Именно таковы задачи о кручении и течении: аналогич-
ны в них касательные напряжения и скорости потока. 

Ясно, в частности, что в границах прямоугольника (рис. 20.1) 
скорости потока в сечении СА больше скоростей в большем сечении СВ, 
– заключаем по аналогии (рис. 20.1): наибольшие касательные напряже-
ния действуют в серединах больших сторон прямоугольника, вторые 
максимумы действуют в серединах меньших сторон. Формулы для них 
[2]: 

max
z

k

M
W

τ = , maxτ γτ′ = ,                              (20.1) 

где момент сопротивления при кручении 
2

kW hâα= ;                                     (20.2) 
относительный угол закручивания бруса на рисунке 20.1 

z

k

M
GI

Θ = ,                                         (20.3) 

где крутильная характеристика сечения 
3

kI hâβ= ,                                       (20.4) 
G – модуль сдвига, коэффициенты α, β, γ в формулах (20.1, 20.2, 20.4) – 
функции отношения длин сторон прямоугольника h / в. 

Распределение скоростей по ширине потока в границах тонкой 
стенки и аналогичное ему распределение касательных напряжений при 
свободном кручении тонкой стенки показано на рисунке 20.2. Ввиду 
малости размера δ ( / 1ς δ  ) распределение напряжений по ширине стен-
ки может считаться линейным, формулы для наибольших касательных 
напряжений, действующих в точках дуг, ограничивающих стенку, и от-
носительного угла закручивания записываются в виде (20.1, 20.3),  
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Рисунок 20.1 – Гидродинамическая аналогия в приложении к  

прямоугольному сечению 

             
Рисунок 20.2 – Поток в границах                  Рисунок 20.3 – Незамкнутое  

        тонкой стенки                                     тонкостенное  сечение 
 

 
Рисунок 20.4 – Замкнутое тонкостенное сечение 
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момент сопротивления при кручении и крутильная характеристика – в 
виде (20.2, 20.4), – с заменой размеров h и в на размеры ς и δ, коэффици-
енты в этих формулах 

1/ 3α β= ≈ .                                   (20.5) 
Рассмотрим составное незамкнутое тонкостенное сечение, пред-

ставленное на рисунке 20.3. Поток в границах сечения может быть раз-
ложен на отдельные замкнутые потоки в границах прямоугольных час-
тей сечения: наибольшие касательные напряжения (20.1) в каждой из 
них и угол закручивания каждой из них (20.3) 

max
zi

i
ki

M
W

τ = , zi
i

ki

M
GI

Θ = , 1, 2,...,i n= ,                   (20.6) 

где Мzi – доля крутящего момента Мz

1 2 ... nΘ = Θ = Θ = = Θ

, приходящаяся на i-ую часть. Все 
части составного сечения закручиваются совместно: 

, 
или (см. вторую из формул (20.6)) 

1 2

1 2

... ...zi znz z

k k ki kn

M MM M
GI GI GI GI

Θ = = = = = = ,                      (20.7) 

1 2

1 2

...
...

z z zn z

k k kn ki

M M M M
GI GI GI G I

+ + +
Θ = =

+ + + ∑
                          (20.8) 

– крутильная характеристика сечения в целом 
k kiI I=∑ .                                           (20.9) 

Используя угол закручивания (20.8) в ряде отношений (20.7), найдем i-
ую долю крутящего момента 

z
zi ki ki

k

MM GI I
I

= Θ =  

и наибольшие касательные напряжения (20.6) 

max
kiz

i
k ki

IM
I W

τ = , 

или (см. формулы (20.2, 20.4) с заменой размеров h, в на размеры ,i iς δ  и 
коэффициенты (20.5)) 

3

max
2

1
3
1
3

i i
z z

i i
k k

i i

M M
I I

ς δ
τ δ

ς δ
= ⋅ = ,                            (20.10) 

где крутильная характеристика (20.9) 
31

3k i iI ς δ=∑ .                                     (20.11) 

Наибольшие касательные напряжения (20.10) в сечении в целом 

max max
z

k

M
I

τ δ=                                       (20.12) 

действуют (рис. 20.3) в наиболее широкой части сечения. 
В случае замкнутого сечения (рис. 20.4) расходы жидкости через 

сечения ширинами δ1 и δ2 одинаковы – в силу непрерывности потока: 
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1 1 2 2V V constδ δ= = . 
Аналогичное соотношение – 

constτδ = .                                      (20.13) 
Касательная сила, действующая на элемент площадью dsδ , 

( )dT dsτ δ= , 
ее момент 

( ) ( )zdM dT h hdsτδ= = ,                          (20.14) 
где произведение hds равно удвоенной площади заштрихованного на 
рисунке 20.4 бесконечно узкого треугольника. Крутящий момент равен 
сумме моментов (20.14) – интегралу по площади сечения А. Вынося за 
знак интеграла постоянную величину (20.13), получим крутящий мо-
мент 

( ) *
1 2 1 22 2 2z

A A

M ï ëî ù àäè OS S ï ëî ù àäü OS S Aτδ τδ τδ= ∆ = ∆ =∫ ∫ , 

где А*

max *
min2

zM
A

τ
δ

=

 – площадь (рис. 20.4), ограниченная средней линией замкнутого 
профиля. Наибольшее касательное напряжение в замкнутом профиле 

                                 (20.15) 

действует в наиболее узком месте профиля. 

20.1 Как изменятся касательные напряжения в поперечных сече-
ниях и относительный угол закручивания бруса на рисунке, если на-
грузка на брус и все его размеры увеличатся вдвое? 

Тестирование 

 
Варианты ответа 

1. Напряжения (20.1) и угол закручивания 
(20.3) не изменятся. 
2. Напряжения (20.1) и угол закручивания 
(20.3) уменьшатся. 
3. Напряжения (20.1) не изменятся, а угол за-
кручивания уменьшится. 

20.2 Как изменятся касательные напряжения (20.12), действую-
щие в незамкнутом сечении, показанном на рисунке, если края разреза 
соединить, делая профиль замкнутым? 

Варианты ответа 
1. Касательные напряжения (20.15) рав-
ны напряжениям (20.12). 
2. Касательные напряжения (20.15) 
меньше напряжений (20.12). 
3. Касательные напряжения (20.15) 
больше напряжений (20.12). 
 

q
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20.1 Равномерно распределенные нагрузки на краях бруса при-
водятся к равнодействующим ql, составляющим пару с моментом qlв. 
Реактивные моменты в заделках А и В 

Комментарии 

1
2A BM M qlâ= = . 

Наибольшие касательные на-
пряжения (20.1) в заделках 
бруса с моментом сопротив-
ления (20.2) 

max 2 2

1 1
2 2

qlâ ql
âh h

τ
α α

= =         (20.16) 

(здесь большая из сторон 
прямоугольника сторона в). 
Крутильная характеристика 
бруса (20.4) 

3
kI âhβ= , 

наибольший угол закручивания (20.3) 

3 3

1 1
2 2

qlâ ql
âh hβ β

Θ = = .                            (20.17) 

При удвоении размеров в и h и интенсивности нагрузки q напряжения 
maxτ  (20.16) не изменятся, а угол закручивания Θ  (20.17) уменьшится 

вдвое. Верен ответ 3. 
В формулах (20.16, 20.17) размера h нет. Можно подумать, что 

этот размер произволен. Это не так. Коэффициенты α и β зависят от от-
ношения размеров в и h, и только при их совместном удвоении это от-
ношение не изменится. 

20.2 В заданном варианте сечение не замкнуто, его крутильная 
характеристика (20.11) 

( ) 3 41 402 10 2 10
3 3kI δ δ δ δ= ⋅ + ⋅ = , 

наибольшие касательные напряжения 
(20.12) 

max 3
4

3
40 40
3

z zM Mτ δ
δδ

= = .          (20.18) 

В варианте замкнутого сечения площадь, 
ограниченная средней линией профиля: 

* 210 10 100A δ δ δ= ⋅ = , 
 

Наибольшие касательные напряжения (20.15)   

max 2 3

1
2 100 200

z zM Mτ
δ δ δ

= =
⋅

      (20.19) 

уменьшаются по сравнению с напряжениями (20.18) в 

ql
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3 1: 15
40 200

= раз.                             (20.20) 

Верен ответ 2. 

 
 
Этот результат становится вполне очевидным, если увидеть, что 

скручивающие моменты на рисунке 20.5 уравновешиваются в случае а) 
парами с плечами порядка размера сечения в целом, а в случае б) – па-
рами с плечами порядка ширины профиля δ. Соответственно, силы пар 
в случае а) меньше сил пар в случае б) примерно в 11 раз. Число это то-
го же порядка, что результат (20.20). 

 

 
 

Рисунок 20.5 – Депланация сечений при свободном кручении 
 

В случае б) поперечные сечения, смещаясь относительно друг 
друга, «выходят» из своих плоскостей – депланируют. Переход к замк-
нутому профилю ограничивает депланацию, что сопровождается сни-
жением напряжений. 
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21 Теорема о взаимности работ 
Положим, что перемещения точек тела (рис. 21.1) под нагрузкой 

намного меньше первоначальных размеров тела. В этом случае измене-
ниями первоначальных размеров тела и его формы можно пренебречь и 
считать, что взаимное расположение точек А и В остается неизменным. 
Если в дополнение к этому принципу первоначальных размеров поло-
жить, что материал тела подчиняется закону Гука, найдем, что величина 
проекции перемещения 1Âλ


 произвольной точки В на ось х под действи-

ем силы 1F


 пропорциональна величине силы: 
1 1 1B B Fδ∆ = .                               (21.1) 

При разгрузке до нуля перемещение (21.1) исчезает. 
Поскольку взаимное расположение точек А, В и С считается не-

изменяющимся, перемещение точки В от силы 2F


 (рис. 21.1) определя-
ется формулой 

2 2 2B B Fδ∆ = ,                                (21.2) 
т. е. перемещение (21.2) не зависит от того, приложена сила 1F


 к телу 

или нет. Следовательно, перемещения при наличии обеих сил (рис. 21.1) 
1 2B B Bλ λ λ= +

  
, 

1 2 1 1 2 2B B B B BF Fδ δ∆ = ∆ + ∆ = +                      (21.3) 
равны суммам перемещений (21.1) и (21.2), что легко обобщается на 
случай произвольного числа сил: перемещение от группы сил равно 
сумме перемещений от каждой из сил в отдельности (принцип незави-
симости действия сил). 

Работа сил, действующих на тело, на перемещениях их точек 
приложения «расходуется» на создание запаса потенциальной энергии 
упругих деформаций и на кинетическую энергию частиц тела, прихо-
дящих в движение. Если, однако, нагружение тела производится доста-
точно медленно (статически), второй энергией можно пренебречь по 
сравнению с первой и считать, что работа сил, приложенных к телу, 
равна потенциальной энергии упругих деформаций. 

Нагрузим статически балку (рис. 21.2), подчиняющуюся закону 
(21.3), – линейно, упругую балку – силами F1 и F2

1 11 12

2 21 22

,
;

∆ = ∆ + ∆
∆ = ∆ + ∆

. Перемещения их то-
чек приложения в направлениях сил 

                                 (21.4) 

11 11 1

12 12 2

,
,

F
F

δ
δ

∆ =
∆ =

    22 22 2

21 21 1

,
.

F
F

δ
δ

∆ =
∆ =

                        (21.5) 

Перемещение ik∆  в формулах (21.4) – перемещение точки приложения 
силы iF  от силы kF , ikδ  в формулах (21.5) – единичные (от единичных 
сил) перемещения. 

Произведем нагружение балки на рисунке 21.2 в два этапа. На 
первом этапе балка нагружается силой F1. График первой из линейных  
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Рисунок 21.1 – Принцип независимости действия сил 
 

 
 

Рисунок 21.2 – Теорема о взаимности работ 
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зависимостей (21.5) показан на рисунке 21.2 а) прямой 0 – 1; сила F2 = 0 
– соответствующий график на рисунке 21.2 б) – прямая 0 – 1. Работа си-
лы F

1 1 11
1
2

A F= ∆

1 
                                 (21.6) 

равна площади 011′∆ . На втором этапе к силе F1 добавляется сила F2

2 1 12 2 22
1
2

A F F= ∆ + ∆

. 
Соответствующие графики на рисунках 21.2 а) и 21.2 б) – прямые 1 – 2. 
Работа на втором этапе 

.                          (21.7) 

Произведем разгрузку балки в том же порядке: соответствую-
щие графики на рисунках 21.2 а) и 21.2 б) – прямые 2 – 3 и 3 – 0. 

Работы сил F1 и F2

1 12 2 21 0F F⋅∆ − ⋅∆ =

 за два этапа нагружения и за два этапа раз-
грузки равны площадям параллелограммов на рисунках 21.2 а) и 21.2 б). 
Их сумма равна потенциальной энергии упругих деформаций в резуль-
тате нагружения – разгрузки равна нулю: ,  откуда сле-
дует теорема о взаимности работ 

1 12 2 21F F∆ = ∆ ,                              (21.8) 

при F1 = F2 – принцип взаимности перемещений: перемещение точки 
приложения силы F1 (в направлении силы F1) от силы F2, равной силе 
F1, равно перемещению точки приложения силы F2 (в направлении си-
лы F2) от силы F1

Работа за два этапа нагружения равна сумме работ (21.6) и (21.7) 
. 

1 11 1 12 2 22
1 1
2 2

A F F F= ∆ + ∆ + ∆ .                       (21.9) 

Используем в сумме (21.9) теорему (21.8): 

( ) ( )1 11 1 12 2 21 2 22 1 11 12 2 21 22
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

A F F F F F F= ∆ + ∆ + ∆ + ∆ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆ , 

или (см. формулы (21.4)) 

1 1 2 2
1 1
2 2

A F F= ∆ + ∆ .                             (21.10) 

Обобщим формулу (21.10) на случай произвольного числа сил: 

1

1
2

n

i i
i

A F
=

= ∆∑ .                                  (21.11) 

Заметим, что работы в сумме (21.11) следует рассматривать как работы 
обобщенных сил на соответствующих обобщенных перемещениях: ра-
бота пары сил, например, равна произведению ее момента на соответст-
вующий угол поворота. 

Глядя на формулу (21.11), можно счесть, что работа группы сил 
равна сумме работ от каждой из сил в отдельности. Подставим, напри-
мер, в сумму (21.10) перемещения (21.4, 21.5): работа 

Витебский государственный технологический университет



 112 

( ) ( ) ( )2 2
1 11 1 12 2 2 21 1 22 2 11 1 12 21 1 2 22 2

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

A F F F F F F F F F Fδ δ δ δ δ δ δ δ= + + + = + + +

Работа же, найденная как сумма работ от каждой из сил в отдельности 
2 2

1 11 2 22 11 1 22 2
1 1 1 1
2 2 2 2

A F F F Fδ δ= ∆ + ∆ = + . 

Как видим, принцип независимости действия не распространяется на 
работу (и на равную работе потенциальную энергию упругих деформа-
ций). Перемещения i∆  в сумме (21.11) находятся не только от сил iF , а 
от всех сил ( )1,2,...,kF k n= . 

Умея теперь вычислять работу сил, действующих на линейно-
упругое тело, сформулируем обобщенную теорему о взаимности работ: 
работа одной из двух групп сил, на перемещениях, вызванных силами 
другой группы, равна работе другой группы сил на перемещениях, вы-
званных силами первой группы. 

21.1 Какое из выражений работы двух сил, растягивающих – 
сжимающих стержень, верное? 

Тестирование 

Варианты ответа 
1. 1 2 2

1 1 2
1 1 2
2 2

Fl F l F lA F F F
EA EA EA

⋅
= − + . 

 
2. 1 2

1 2
1 1 2
2 2

Fl F lA F F
EA EA

⋅
= + . 

 

3. 1 2 2 1
1 2

1 1 2
2 2

Fl F l F l F lA F F
EA EA EA EA

⋅   = − + −   
   

. 

 
 

21.2 Какое из равенств представляет теорему о взаимности работ 
(21.8)? 

 
Варианты ответа 

1. 1 12 2 21F Fλ λ= .     2. 1 12 2 21F F∆ = ∆ .     3. 1 21 2 12F F∆ = ∆ . 
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21.1 Искомую работу можно найти, замечая, что силы F
Комментарии 

1 и F2

 

, 
равные по величине, противоположные по направлению, образуют 
обобщенную силу, совершающую работу на укорочении участка ВС: 

21 1 1
2 2 2BC

Fl lA F l F F
EA EA

= ∆ = = . 

Подставляя значения F1 = F, F2

 

 = F в выражения 
1, 2 и 3, получим: 

1. 21
2

lA F
EA

= .  2. 23
2

lA F
EA

= .  3. 21
2

lF
EA

. 

 
Верны выражения 1 и 3. Первое составлено на 
основе выражения (21.9) для работы двух сил на 
двух этапах нагружения, первый из которых – 

нагружение силой F1
 

. Третье составлено на основе теоремы (21.11). 

 
21.2 В первом из равенств используются величины перемещений 

точек  
 
 

 
 
 
1 и 2, направления которых не совпадают с направлениями сил, – рабо-
ты в равенстве 1 вычислены неправильно. Перемещение 21∆  в равенстве 
3 – перемещение точки 2, а используется в формуле для работы силы F1

12∆
, 

приложенной в точке 1; перемещение  – перемещение точки 1, а ис-
пользуется в формуле для работы силы F2. Верно только равенство 2. 
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22 Удельная потенциальная энергия упругих деформаций 
Упругие деформации изотропного тела определяются обобщен-

ным законом Гука (18.7), согласно которому удлинения ребер элемента 
на рисунке 22.1 определяются только нормальными напряжениями, а 
углы сдвига в координатных плоскостях – только касательными напря-
жениями, действующими в тех же плоскостях. Работа, например, нор-
мальной силы xdydzσ  равна половине ее произведения на удлинение 
элемента xdxε ; работа касательной силы zxdydzτ  – половине ее произве-
дения на перемещение zxdxγ . Действительно, интересуясь деформация-
ми элемента, мы рассматриваем перемещения одних его граней относи-
тельно других, параллельных первым, принимаемых за неподвижные. 
На рисунке 22.1 показаны напряжения на гранях элемента и его дефор-
мации. В случае сдвига одна из граней (правая) принимается за непод-
вижную. Перемещение левой грани – zxdxγ . Касательные силы на гори-
зонтальных площадках перпендикулярны перемещениям их точек. Их 
вклад в работу касательных сил равен нулю. 

Работа (21.11) всех нормальных и касательных сил, деформи-
рующих элемент: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2
1 1 1 1 1 1 .
2 2 2 2 2 2

x x y y z z

xy xy yz yz zx zx

x x y y z z xy xy yz yz zx zx

dA dydz dx dxdz dy dxdy dz

dxdz dy dxdy dz dydz dx

dxdydz

σ ε σ ε σ ε

τ γ τ γ τ γ

σ ε σ ε σ ε τ γ τ γ τ γ

= + + +

+ + + +

 + + + + + + 
 

        (22.1) 

Работа (22.1) равна потенциальной энергии упругих деформаций dU. 
Энергия, отнесенная к единице объема dV dxdydz= , – удельная энергия 

 
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2x x y y z z xy xy yz yz zx zx

dUu
dV

σ ε σ ε σ ε τ γ τ γ τ γ= = + + + + + .         (22.2) 

Используя в формуле (22.2) обобщенный закон Гука (18.7), выразим 
энергию (22.2) через напряжения: 

 

( )
2 2 2

2 2 21 2
2 2 2 2

xy yz zx
x y z x y y z z xu

E G G G
τ τ τσ σ σ µ σ σ σ σ σ σ = + + − + + + + +  ,       (22.3) 

где Е и µ – модуль Юнга и коэффициент Пуассона, G – модуль сдвига 
изотропного материала. 

Энергия (22.3) – инвариант напряженного состояния (не зависит 
от способа его задания). В случае задания напряженного состояния 
главными напряжениями 1 2 3, ,σ σ σ  энергия (22.3) 

( )2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 3 1

1 2
2

u
E

σ σ σ µ σ σ σ σ σ σ = + + − + +  .            (22.4) 
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Рисунок 22.2 – Опыт Бриджмена           Рисунок 22.1 – Деформации  
изотропного тела 

 

 
 

Рисунок 22.3 – Разложение напряженного состояния 
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По одной из энергетических гипотез прочности текучесть изо-
тропного материала наступает тогда, когда энергия (22.4) достигает 
предельного значения, не зависящего от вида напряженного состояния, 
зависящего только от свойств материала. Условие наступления текуче-
сти 

Tu u= .                                      (22.5) 
Предельное значение в условии (22.5) можно найти в предельном ли-
нейном напряженном состоянии ( 1 Tσ σ= , 2 3 0σ σ= = ): 

 
21

2T Tu
E
σ= .                                   (22.6) 

Подставляя предельное значение (22.6) энергии (22.4) в условие (22.5), 
найдем эквивалентное нормальное напряжение в сформулированной 
гипотезе: 
 

( )2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 3 12ýêâ Tσ σ σ σ µ σ σ σ σ σ σ σ= + + − + + = .          (22.7) 

Эквивалентное напряжение в условии (22.7) определяется всеми тремя 
главными напряжениями, тем самым недостаток гипотез Сен – Венана и 
Мора (16.4), (16.12), состоявший в неучете минимакса 2σ , устраняется. 

В опыте Бриджмена (рис. 22.2) образец – кубик материала по-
мещался под поршень гидравлического цилиндра. Напряженное состоя-
ние кубика ( 1 2 3 pσ σ σ= = = − ) – шаровой тензор. Эквивалентное напря-
жение в условии (22.7) 

 
( )3 1 2ýêâ pσ µ= −  

намного превысило в опыте предел текучести, следы текучести при 
этом не наблюдались. Энергетическая гипотеза, использующая энергию 
(22.4), оказалась несостоятельной. 

Объяснение: в опыте Бриджмена изменялся только объем образ-
ца, форма его не изменялась. Энергетическая гипотеза Губера – Мизеса 
– Генки связала наступление текучести именно с этим, учтя в гипотезе 
только ту часть энергии (22.4), которая запасается в единице объема ма-
териала при изменении ее формы (и только формы!). 

Разложим напряженное состояние на рисунке 22.3 на шаровой 
тензор и девиатор. В первом случае форма элемента на рисунке не из-
меняется – изменяется (как и в опыте (рис. 22.2) Бриджмена) только его 
объем. Объемная деформация (18.12) во втором случае 

 
( ) ( ) ( )1 2 3 0

3ä K
σ σ σ σ σ σ− + − + −

Θ = =                  (22.8) 

(К – объемный модуль упругости), откуда напряжение шарового тензо-
ра 
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1 2 3

3
σ σ σσ + +

= .                                (22.9) 

Удельная работа нормальных сил шарового тензора 1 (первая группа 
сил) на удлинениях девиатора 2 (перемещения от второй группы сил) 

1 2 3
1 1 1 1 0
2 2 2 2ä ä ä ä

dAa
dV

σε σε σε σ= = + + = Θ = , 

ибо относительная объемная деформация (22.8) в девиаторе равна нулю. 
Используя обобщенную теорему о взаимности работ, заключаем, что и 
вторая работа сил девиатора 2 на перемещениях шарового тензора 1 
равна нулю. Следовательно, удельная потенциальная энергия деформа-
ций (22.4) в заданном напряженном состоянии, равная удельной работе 
заданных нормальных сил, представляется суммой энергий: энергии из-
менения объема в шаровом тензоре 

 

( ) ( )
2

2 2 2
0

1 32 1 2
2 2

u
E E

σσ σ σ µ σσ σσ σσ µ = + + − + + = −  ,       (22.10) 

где напряжение шарового тензора σ дается выражением (22.9), и энер-
гии изменения формы: 

 
0 ôu u u= + , 

откуда энергия изменения формы 
0ôu u u= − . 

Вычитая из энергии (22.4) энергию (22.10), найдем: 
 

( )2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 3 1

1
3ôu

E
µ σ σ σ σ σ σ σ σ σ+

= + + − − − .                  (22.11) 

Предельное значение энергии (22.11) 
 

21
3ô Ò Tu

E
µ σ+

= .                                      (22.12) 

Подстановка предельного значения (22.12) в условие наступления теку-
чести ô ô Òu u=  дает выражение эквивалентного напряжения в гипотезе 
Губера – Мизеса – Генки: 

 
2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 3 1

Ì ÈÇ
ýêâ Tσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ= + + − − − = .           (22.13) 
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22.1 На рисунке показано разложение упрощенного плоского 
напряженного состояния (УПНС) на линейное 1 и чистый сдвиг 2. Ка-
ковы изменения объема и формы в напряженном состоянии 1? 

Тестирование 

 
 

 
 
 

Варианты ответа 
 

1. Объем изменяется, форма не изменяется. 
 
2. Объем не изменяется, форма изменяется. 
 
3. Объем изменяется, форма изменяется. 

 
22.2 Пределы текучести при растяжении и сдвиге хромоникель-

вольфрамовой стали 25ХНВА [3] 95Tσ = кН/см2 60Tτ =, кН/см2

 

. Какая из 
гипотез прочности – гипотеза Треска – Сен – Венана или гипотеза Губе-
ра – Мизеса – Генки – дает лучшую оценку предела текучести при сдви-
ге? 

Варианты ответа 
 

1. Гипотеза Треска – Сен – Венана. 
 
2. Гипотеза Губера – Мизеса – Генки. 
 
3. Обе оценки удовлетворительны. 
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22.1 Объемная деформация элемента в линейном напряженном 
состоянии 1 (18.12) 

Комментарии 

1
0 0 0

3 3K K
σ σ+ +

Θ = = ≠ . 

Форма элемента не изменяется, если все его ребра удлиняются (укора-
чиваются) в одно и то же чис-
ло раз. Длины ребер элемента 
после деформации 

 
Относительные удлинения в формулах (22.14) находятся из обобщенно-
го закона Гука (18.7): 

x E
σε µ= − , y E

σε = , z E
σε µ= − . 

Нетрудно видеть, что отношения длин (22.14) к первоначальным дли-
нам различны. Верен ответ 3. Ответ 1 будет верным, если заданное 
УПНС разложить на шаровой тензор и девиатор (рис. 22.3, 22.4): 

 
Рисунок 22.4 – Разложение УПНС на шаровой тензор и девиатор 
 
22.2 Эквивалентное напряжение по Треска – Сен – Венану (16.4) 

при чистом сдвиге ( 1 2 3, 0,σ τ σ σ τ= = = − ) 
( )1 3 2C B

ýêâσ σ σ τ τ τ− = − = − − = , 
эквивалентное напряжение по Губеру – Мизесу – Генки (22.13) 

( )2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 3 1 3Ì ÈÇ

ýêâσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ τ τ τ τ τ= + + − − − = + − − = . 
Подставляя найденные эквивалентные напряжения в условие наступле-
ния текучести 

ýêâ Tσ σ= , 
найдем пределы текучести при сдвиге 

1 0,5 95 42,5
2

C B
T Tτ σ− = = ⋅ = кН/см2

1 0,58 95 55
3

Ì ÈÇ
T Tτ σ= = ⋅ =

, 

кН/см2

Верен ответ 2. 

. 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 ,

1 , (22.14)

1 .

x

y

z

dx dx dx

dy dy dy

dz dz dz

ε

ε

ε

+ ∆ = +

+ ∆ = +

+ ∆ = +

1
2
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23 Потенциальная энергия упругих деформаций бруса 
В общем случае сложного сопротивления бруса в его попереч-

ных сечениях действуют (рис. 23.1) все шесть внутренних силовых фак-
торов. Пренебрегая [3] работами касательных и поперечных сил при 
сдвигах, возникающих (см. лекцию 12) при изгибе, рассмотрим упро-
щенное плоское напряженное состояние, показанное на рисунке 23.2. 
Нормальные напряжения на поперечных площадках элемента (рис. 
23.2), совпадающих с плоскостями поперечных сечений, находятся по 
формуле (5.4) 

yxz

x y

MMN y x
A I I

σ = − − ;                            (23.1) 

касательные напряжения (19.15) при кручении, например, круглого бру-
са  

z

p

M
I

τ ρ= ,                                       (23.2) 

где А – площадь поперечного сечения; Ix, Iy – главные центральные мо-
менты инерции площади сечения; Iр – полярный момент инерции; х, у, ρ 
– координаты и радиус – вектор точки с окрестностью – элементом на 
рисунке 23.2; Nz, Mx, My, Mz

Удельная потенциальная энергия упругих деформаций (22.2) в 
случае УПНС (рис. 23.2) примет вид 

 – продольная сила, изгибающие и крутя-
щий момент в поперечном сечении бруса. 

2 2

2 2
u

E G
σ τ

= +                                    (23.3) 

(Е и G – модуль Юнга и модуль сдвига материала бруса). Потенциаль-
ная энергия упругих деформаций бесконечно короткого фрагмента бру-
са объемом Аdz 

( )
A A

dU u dAdz udA dz
 

= =  
 

∫ ∫ ,                      (23.4) 

где dAdz – объем элемента на рисунке 23.2. Подставляя в удельную 
энергию (23.3) напряжения (23.1, 23.2) и используя ее в формуле (23.4), 
найдем 

222 2

2 2 2 2
yxz z

x y p

M dzM dzN dz M dzdU
EA EI EI GI

= + + +                       (23.5) 

(статические моменты x
A

S ydA= ∫ , y
A

S xdA= ∫  и центробежный момент 

инерции xy
A

I xydA= ∫  относительно главных центральных осей х и у равны 

нулю). 
Потенциальная энергия упругих деформаций бруса произвольного се-
чения получается интегрированием выражения (23.5) по его длине L (с 
заменой полярного момента инерции Iр на крутильную характеристику 
Iк): 
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Рисунок 23.1 – ВСФ в поперечном                        Рисунок 23.2 – УПНС 

 сечении бруса 

 
Рисунок 23.3 – Теорема о взаимности работ в приложении к растяже-

нию 
 с изгибом 

                  
Рисунок 23.4 – Прогибы от сил                   Рисунок 23.5 – К выводу  
       F1, F2, …, Fn

    сил 
, Q и групп                              правила Верещагина 

{ }1 2, ,..., nF F F  и { }Q  
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222 2

2 2 2 2
yxz z

x y êL L L L

M dzM dzN dz M dzU
EA EI EI GI

= + + +∫ ∫ ∫ ∫ .                (23.6) 

Энергия (23.6) представляется суммой энергий при растяжении – сжа-
тии бруса, прямых изгибах, кручении, взятых в отдельности. Но, как из-
вестно, принцип независимости действия сил не приложим к работе и 
потенциальной энергии упругих деформаций. Кажущееся противоречие 
объясняется теоремой о взаимности работ. Работа сил Nz, например, на 
удлинении отрезка СС (рис. 23.3) при изгибе равна нулю, ибо продоль-
ная ось стержня, искривляясь при изгибе, не удлиняется и не укорачи-
вается. Соответственно, работа моментов Мх на взаимном угловом пе-
ремещении поперечных сечений dφх при растяжении равна нулю (ибо 
при растяжении поперечные сечения не поворачиваются). Работа сил Nz 
и моментов Мх

Добавим (рис. 23.4) к силам, действующим на линейно-упругую 
балку, произвольную силу Q, направив ее в направлении искомого пе-
ремещения 

 представляется суммой работ этих факторов на «своих» 
перемещениях, что находит отражение в формуле (23.6) – см. первое и 
второе слагаемые суммы (23.6). Таким же образом рассматриваются и 
все другие пары ВСФ. 

AF∆ . По теореме о взаимности работ сумма работ сил F1, 
F2,…, Fn 1 2, ,...,Q Q nQ∆ ∆ ∆ на перемещениях  от силы Q равна работе силы Q 
на искомом перемещении AF∆  (от заданных сил): 

1

n

i iQ AF
i

F Q
=

∆ = ∆∑ .                               (23.7) 

Работу в левой части равенства (23.7) можно найти, вычитая из работы 
всех сил F1, F2,…, Fn, Q

( )2

2
xF xQ

L

M M dz
EI

+
∫

, равной потенциальной энергии упругих де-
формаций (23.6) при прямом изгибе балки 

,                              (23.8) 

работы сил F1, F2,…, Fn и силы Q
1 2, ,...,F F nF∆ ∆ ∆

 на «своих» перемещениях (рис. 23.4) 
 и AQ∆ , равные потенциальным энергиям 

22

,
2 2

xQxF

x xL L

M dzM dz
EI EI∫ ∫                              (23.9) 

– см. аналогичное выражение (21.7). Используем в равенстве (23.7) 
энергии (23.8, 23.9) работа силы Q на перемещении от заданных сил 

xF xQ
AF

xL

M M dz
Q

EI
∆ = ∫ , 

искомое перемещение 
( )/xF xQ xF xA

AF
x xL L

M M Q dz M M dz
EI EI

∆ = =∫ ∫ .                  (23.10) 

В интеграле Мора (23.10) /xA xQM M Q=  – единичный изгибающий мо-
мент – от единичной силы, приложенной в направлении искомого пере-
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мещения. Разумеется, под единичной силой понимается обобщенная 
единичная сила: как на примеры укажем на единичный момент в случае 
определения угла поворота φА

AB∆

 поперечного сечения А, на две равные 
единице противоположно направленные силы при определении прира-
щения  расстояния между точками А и В. 

На рисунке 23.5 показана эпюра изгибающих моментов x xFM M≡  
от заданных сил и прямолинейная (не кусочно-линейная) эпюра еди-
ничных моментов xAM . Жесткость сечения балки на участке интегриро-
вания считаем постоянной. Интеграл Мора в формуле (23.10) 

( )

( ) ( )

1 1

1 1 .

x xA x
x xL L

x x
x xL L L L

I M M dz M a âz dz
EI EI

a M dz â M dz z a d â d z
EI EI

= = + =

   
= + = Ω+ Ω   

   

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
          (23.11) 

Первый из интегралов в последней сумме (23.11) – площадь Ω  эпюры 
изгибающих моментов Мх Ω, второй – статический момент площади  
относительно начала О участка интегрирования: 

L

dΩ = Ω∫ ,   ( )o c
L

S d z z= Ω = Ω⋅∫ , 

где zс Ω – координата центра тяжести С площади . Интеграл (23.11) 
приобретает вид (рис. 23.5) 

( )1 1
c xAC

x x

I a âz M
EI EI

= Ω⋅ + = Ω⋅ ,                          (23.12) 

где ( )xAC cM a âz= +  – ордината эпюры единичных изгибающих моментов 
под центром тяжести С эпюры изгибающих моментов от заданной на-
грузки. «Произведение» эпюр Мх xAM и  положительно, если обе эпюры 
располагаются по одну сторону от своих базисов. 

В общем случае потенциальной энергии упругих деформаций 
(23.6) формула (23.10) приобретает вид 

yF yAxF xAzF zA zF zA
AF

x y êL L L L

M M dzM M dzN N dz M M
EA EI EI GI

∆ = + + +∫ ∫ ∫ ∫ , 

где , , ,zF xF yF zFN M M M  – внутренние силовые факторы в поперечных сече-
ниях бруса от заданной нагрузки, , , ,zA xA yA zAN M M M  – внутренние силовые 
факторы от единичной нагрузки, приложенной к брусу (в точке А) в на-
правлении искомого перемещения. 
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23.1 Двухопорная балка с жесткостью сечения EI
Тестирование 

х на рисунке 
нагружена равномерно распределенной нагрузкой. Площадь эпюры из-
гибающих моментов Мх Ω – параболического сегмента – , площадь па-
раболического треугольника 1 0,5Ω = Ω , площадь единичной эпюры – ω. 
С, С1 C и  – центры тяжести этих площадей. Какой из вариантов опреде-
ления прогиба сечения А правильный? 

 

 
 
 
 

Варианты ответа 
 

1. 1
4A

x

l
EI

∆ = Ω .     2. 
11

1 2A AC
x

M
EI

∆ = Ω ⋅ .      3. 
21

8A
x

ql
EI

ω∆ = ⋅ . 

 
 
23.2 На рисунке показаны три рамы. В какой из рам перемеще-

ние ΔА 
 
равно нулю? 

 
 

Варианты ответа 
 

1. В раме 1.     2. В раме 2.     3. В раме 3. 
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23.1 Правило Верещагина (23.12) выведено в предположении 
(рис. 23.5), что единичная эпюра (эпюра изгибающих моментов 

Комментарии 

xAM  от 
единичной обобщенной силы, приложенной в сечении А в направлении 
искомого перемещения) изображается на участке интегрирования одной

Первый вариант ответа предлагает «перемножить» криволиней-
ную эпюру М

 
прямой. Кусочно-линейная эпюра, включая в себя скачки и изломы, 
изображается несколькими прямыми. 

х Ω площадью  на кусочно-линейную единичную эпюру 
xAM  (взяв под центром тяжести С площади Ω  единичную ординату l / 4) 

– ответ неверный. 
Третий вариант предлагает взять площадь ω единичной эпюры и 

умножить ее на ординату ql2 / 8 криволинейной эпюры Мх
Ñ

, взятую над 
центром тяжести  площади ω, – ответ неверный. 

Правильный ответ – второй. Этот ответ использует площадь па-
раболического треугольника 1Ω  и единичную ординату 

1ACM , взятую на 
участке, где единичная эпюра изображается одной

23.2 Сечение А располагается в рамах 1 и 3 в плоскости их мате-
риальной симметрии. Эпюра единичных изгибающих моментов 

 прямой. 

AM  не-
обходимо симметрична. Нагружение рамы 1 симметрично – соответст-
вующая эпюра моментов Мх

Нагружение рамы 3 антисимметричное – эпюра М

 тоже симметрична. Результат перемноже-
ния (23.12) симметричных эпюр отличен от нуля. 

х

Рама 2 не симметрична (жесткости сечений элементов рамы, ка-
жущихся симметричными, различны). На рисунке показаны антисим-
метричная эпюра М

, соответст-
венно, – антисимметричная. Результат перемножения симметричной и 
антисимметричной эпюр равен нулю. Ответ 3 – правильный. 

х AM и симметричная эпюра . Искомое перемещение 
 

 
 

31 1 1 1 1 1 1
2 2 4 2 3 4 2 4 2 3 4 384À

l l Fl l l Fl Fl
EI EI EI

   ∆ = ⋅ − ⋅ = −   
   

 

направлено вверх – вопреки единичной силе, направленной вниз. 
Если жесткости сечений участков ВА и АС равны , перемещение 

0À∆ = . 
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24 Метод сил 
Стержневая система статически определима, если реакции ее 

опор и внутренние силовые факторы в ее поперечных сечениях в пол-
ном объеме находятся из уравнений равновесия. Если уравнений равно-
весия не достает, стержневая система статически неопределима. Число 
недостающих уравнений (или число избыточных («лишних») связей, 
наложенных на систему) определяет степень статической неопредели-
мости. Отбрасывая «лишние» связи, придем к основной системе метода 
сил. 

На рисунке 24.1 изображена дважды статически неопределимая 
система – трех уравнений статики (например, двух уравнений проекций 
и одного уравнения моментов) не достает для определения пяти реак-
тивных силовых факторов – четырех сил ХА, YA, XC, YC и одного момен-
та МА

Однако, отбрасывая «лишние» связи, можно получить не только 
линейно-упругие системы, аналогичные системе 1, – возможны конеч-
ные механизмы (см. систему 2) и мгновенные механизмы (см. систему 
3). В первом случае система, не сопротивляясь вертикальным силам, 
приходит в движение; во втором случае возможны бесконечно малые 
перемещения опоры на катках С. Такие мгновенные механизмы нели-
нейно-упругие. Их перемещения от группы сил не равны суммам пере-
мещений от каждой из сил в отдельности. 

. Если одну из связей, образующих неподвижный шарнир С, от-
бросить и в жесткий узел В врезать шарнир (отбросив тем самым еще 
одну связь), получим основную систему (ОС) 1. Система 1 составлена 
защемленной балкой АВ и шарнирно опертой ВС. Обе они линейно-
упругие – к системе 1 приложим принцип независимости действия сил. 

Приложим к основной системе ОС1 заданные силы F1 и F2 и ре-
акции отброшенных («лишних») связей: силу Х2, призванную вернуть к 
нулю возникший «откат» опоры С, и пару моментов Х1, призванных 
вернуть к нулю возникшие повороты сечений, примыкающих к шарни-
ру В. Получается эквивалентная система, ее перемещения равны пере-
мещениям заданной статически неопределимой системы. В частности, 
перемещения эквивалентной системы в направлениях отброшенных 
связей (в направлениях «лишних» неизвестных Х1 и Х2

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

0,
0,

F

F

X X
X X

δ δ
δ δ

∆ = + + ∆ =
∆ = + + ∆ =

) равны нулю. 
Прибегая к принципу независимости действия сил (21.3), напишем ка-
нонические уравнения метода сил: 

                         (24.1) 

где ikδ  – единичное перемещение в направлении i-ой отброшенной связи 
(i-ой «лишней» неизвестной Хi) от k-ой единичной силы, приложенной к 
основной системе вместо «лишней» неизвестной Хk iF∆,  – грузовое пе-
ремещение от заданных сил F1 и F2. Канонические уравнения (24.1) – 
частный случай системы уравнений с n «лишними» неизвестными 
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Рисунок 24.1 – Основная система метода сил 1, конечный 2 и  
мгновенный 3 механизмы 

 

 
 

Рисунок 24.2 – Разложение нагрузки и лишних неизвестных на  
 симметричные и антисимметричные 
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Рисунок 24.3 – Многопролетная неразрезная балка 

 
Рисунок 24.4 – Перемножение трапеций по Верещагину 
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11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,
... ,

. . . . .. .
... .

n n F

n n F

n n nn n nF

X X X
X X X

X X X

δ δ δ
δ δ δ

δ δ δ

+ + + = −∆
 + + + = −∆


 + + + = −∆

                  (24.2) 

Матрица коэффициентов системы уравнений (24.2) образована единич-
ными перемещениями – от единичных (равных!) сил. Заключаем на ос-
нове теоремы о взаимности работ (21.8): перемещения ikδ  и kiδ  равны, 
матрица коэффициентов системы уравнений (24.2) симметричная. Кста-
ти, та же теорема – в основе симметрии матрицы (18.3). 

Единичные и грузовые перемещения в уравнениях (24.2) полу-
чаются на основе теоремы о перемещении линейно-упругой системы 
(23.10). Найдем, что элементы статически неопределимой стержневой 
системы работают, в основном, на изгиб перемещения в уравнениях 
(24.2) 

 

,i k
ik

L

M M dz
EI

δ = ∫  ,i F
iF

L

M M dz
EI

∆ = ∫                 (24.3) 

 
где iM  – единичный изгибающий момент от i-ой единичной силы, 
МF

На рисунке 24.2 показана трижды статически неопределимая 
система, обладающая материальной симметрией. Выбрав симметрич-
ную основную систему, разложим заданную нагрузку (силу F) на сим-
метричную (силы F

 – грузовой изгибающий момент (от заданных сил). 

1 = F / 2) и антисимметричную (силы F2

' '
1 1 2X X X= +

 = F / 2) со-
ставляющие. Аналогичным образом разлагаем реакции отброшенных 
связей: , ' '

2 1 2X X X= − . В нагружении симметричной нагрузкой 
1 эпюры грузовых изгибающих моментов и единичных моментов (от 
симметричных единичных сил, приложенных к основной системе вме-
сто симметричных «лишних» неизвестных '

1X , Х3

'
2X

) симметричны; еди-
ничная эпюра моментов от антисимметричных единичных сил, прило-
женных вместо антисимметричных «лишних» неизвестных , анти-
симметрична. Результаты перемножения по Верещагину (23.12) сим-
метричных эпюр на антисимметричные равны нулю, т. е. перемещения 
(24.3) 12 0δ = , 32 0δ = , 

12 0F∆ = . Система канонических уравнений (24.2) 
приобретает вид 

 
1

1

'
11 1 13 3 1

'
31 1 33 3 3

'
22 2

,

;

0 .

F

F

X X

X X

X

δ δ

δ δ

δ

 + = −∆
 + = −∆


=

                      (24.4) 
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Решая ее, найдем, что антисимметричная составляющая «лишних» не-
известных (силы '

2X ) в нагружении симметричной нагрузкой 1 равна 
нулю. 

Аналогично, равна нулю симметричная составляющая «лишних» 
неизвестных (силы '

1X  и Х3

Система уравнений (24.2) распадается на две системы с мень-
шими числами неизвестных: в случае рисунка 24.2 – на систему двух 
уравнений (24.4) и одно уравнение 

) в нагружении антисимметричной нагрузкой 
2. 

2

'
22 2 2FXδ = −∆ . 

Следует выбирать, по возможности, основную систему, среди 
перемещений (24.3) которой есть (и в возможно большем числе) нуле-
вые. 

На рисунке 24.3 представлена многопролетная неразрезная бал-
ка. Если, выбирая основную систему, отбросить n опор, делящих балку 
на n + 1 пролетов, все единичные перемещения (24.3) системы 1 ока-
жутся не равными нулю. «Врежем» надопорные шарниры в балку. Ос-
новная система 2 – совокупность двухопорных балок, изгибающихся 
независимо друг от друга. Единичная эпюра iM  «перекрывается» еди-
ничными эпюрами 1iM −  и 1iM +  и никакими другими: единичные переме-
щения ( ) ( )1 1, ,iii i i iδ δ δ− +  не равны нулю, все другие – нулевые; i-ое уравнение 
системы (24.2) приобретает вид уравнения трех надопорных моментов 

( ) ( )1 11 1i ii i i iFi i i iX X Xδ δ δ− +− ++ + = −∆ . 
Единичные перемещения (24.3), входящие в него, найдем по Верещаги-
ну: 
 

( )1
1 1 11 1

2 3 6
i

ii i
i i

ll
EI EI

δ −
 = ⋅ ⋅ = 
 

, 

1
1

1 1

1 1 2 1 1 21 1 1 1
2 3 2 3 3 3

i i
ii i i

i i i i

l ll l
EI EI EI EI

δ +
+

+ +

   = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = +   
   

, 

( )
1

11
1 1

1 1 11 1
2 3 6

i
ii i

i i

ll
EI EI

δ +
++

+ +

 = ⋅ ⋅ = 
 

. 

При их выражении «перемножались» треугольники. При «перемноже-
нии» трапеций (рис. 24.4) прибегнем к «расслоению» эпюр на треуголь-
ники: интеграл Мора (23.12) 

( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2 2 1
1 1 1 1 2 1 2 1

2 3 3 2 3 3l

Mm d z m C m C M l m m M l m m
EI EI EI

      = Ω +Ω = − + −                
∫ , 

при «перемножении» трапеции само на себя 

1 1 2 2 1 2
1 1 2 1 1 1 2

2 3 3 2 3 3l

M M dz M l M M M l M M
EI EI
⋅       = + + +            

∫ . 
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24.1 На рисунках представлены три варианта нагружения квад-
ратной рамы с симметричным распределением жесткости поперечных 
сечений EI. В каких из вариантов нагружения можно использовать как 
основную систему шарнирный четырехзвенник (конечный механизм!), 
представленный на рисунке 24.5? 

Тестирование 

 
 

Рисунок 24.5 – Шарнирный четырехзвенник 
 

Варианты ответа 
1. В нагружениях 1и 3.   2. В нагружениях 2 и 3.  3. В нагружениях 1 и 2. 

 
24.2 На рисунке 24.6 представлены статически неопределимая 

стержневая система и две ее основные системы. Для раскрытия статиче-
ской неопределимости использована ОС1. 

Желая определить перемещение точки А заданной системы в 
вертикальном направлении, приложим в точке А единичную силу. К ка-
кой из трех систем она прилагается? 

 
Рисунок 24.6 – Статически неопределимая система и ее 

 основные системы 
Варианты ответа 
1. К заданной статически неопределимой системе. 
2. К любой основной системе. 
3. К основной системе ОС1, использованной при раскрытии ста-

тической неопределимости. 

Витебский государственный технологический университет



 132 

24.1 Система на рисунке 24.5 – конечный механизм, однако, при 
симметричной нагрузке в нагружениях 1 и 2 она не приходит в движе-
ние, воспринимая нагрузку и сопротивляясь ей. В случаях 1 и 2 шар-
нирный четырехзвенник (рис. 24.5) может служить основной системой 
метода сил. В случае 3 шарнирный четырехзвенник придет в движение. 
Основной системой метода сил он служить не может. Основную систе-
му в нагружении 3 можно получить (сохраняя симметрию!), разрезая 
раму вдоль плоскости симметрии – на рисунке показана эквивалентная 
система. 

Комментарии 

 

 
 

Ответы 1 и 2 не верные. 
 
24.2 Заданная система (рис. 24.6) и эквивалентные системы на 

рисунке деформируются одинаково – перемещение À∆  во всех трех сис-
темах одно и тоже.  

 
Если, однако, приложить единичную силу к заданной статически неоп-
ределимой системе, придется снова раскрыть статическую неопредели-
мость. Если же воспользоваться статически определимой основной сис-
темой (любой!), это делать не придется. Верен ответ 2. 
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25 Свободные колебания линейно-упругих систем 
Положение упругого тела в пространстве определяется положе-

ниями всех его частиц – точек. Говорят, что упругое тело – система с 
бесконечным числом степеней свободы. В практике, однако, нередки 
случаи, когда относительно массивные жесткие тела связаны между со-
бой легкими упругими связями. Модель таких систем – абсолютно 
твердые тела, связанные невесомым упругим каркасом – подвеской, т. е. 
система с конечным числом степеней свободы. 

На рисунке 25.1 представлено твердое тело – груз на упругой 
консоли, способный перемещаться в трех взаимно ортогональных на-
правлениях и вращаться вокруг них, – система с шестью степенями сво-
боды. Если моментами инерции тела возможно пренебречь, получим 
материальную точку – груз на упругой консоли – систему с тремя сте-
пенями свободы. Если точка колеблется в плоскости, учету подлежат 
две степени свободы. Наконец, колебаниями точки, связанными с удли-
нениями – укорочениями консоли, во многих задачах можно пренебречь 
– по сравнению с изгибными колебаниями. Получается система с одной 
степенью свободы. Число степеней свободы определяется таким обра-
зом расчетной схемой колебательной системы, т. е. степенью прибли-
жения, с которой рассматривается реальный объект. 

Рассмотрим систему с n степенями свободы (рис. 25.2), пред-
ставленную совокупностью сосредоточенных масс mi

i im v

 на невесомой ли-
нейно-упругой балке – подвеске. Всякий момент колебаний можно счи-
тать равновесием упругой подвески, находящейся под действием да-
ламберовых сил инерции –  ( iv  – вторая производная упругого пере-
мещения vi по времени – ускорение массы mi

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2
1

... ...
n

i i i ii i i in n n ik k k
k

v m v m v m v m v m vδ δ δ δ δ
=

= − + − + + − + + − = −∑    

). Упругое перемещение i-
ой массы (согласно принципу независимости действия сил) 

,     (25.1) 

i =1, 2,…, n; 
 

ikδ  – единичное перемещение i-ой массы от единичной силы, приложен-
ной к k-ой массе. 

Перемещения (25.1), взятые в совокупности, образуют однород-
ную систему обыкновенных линейных дифференциальных уравнений с 
постоянными коэффициентами. Ее решение ищем в виде 

 
( )sini iv A tω ϕ= + ,  i =1, 2,…, n,                      (25.2) 

 
где Аi – амплитуда колебаний i-ой массы, происходящих с частотой ω, φ 
– начальная фаза, общая для всех колеблющихся масс; амплитуды, взя-
тые в совокупности, образуют форму колебаний. Подставим закон  
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Рисунок 25.1 – Системы с шестью, с тремя, двумя и одной степенями 
свободы 

 
 

              
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 25.2 – Перемещения 
подвески в колебаниях под 

действием сил инерции 
 
 

 
 

      
 
Рисунок 25.4 – К выводу формулы            Рисунок 25.3 – Ортогональные 

Рэлея (25.10)                                 главные формы колебаний 
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(25.2) в уравнения (25.1) – получим однородную систему линейных ал-
гебраических уравнений относительно амплитуд: ( )2 sini iv A tω ω ϕ= − + , 
 

( ) ( )2

1
sin sin

n

i ik k k
k

A t m A tω ϕ δ ω ω ϕ
=

 + = + ∑ ; 

11 1 1 12 2 2 12

21 1 1 22 2 2 22

1 1 1 2 2 2 2

1 ... 0,

1 ... 0,

. . ... . .
1... 0.

n n n

n n n

n n nn n n

m A m A m A

m A m A m A

m A m A m A

δ δ δ
ω

δ δ δ
ω

δ δ δ
ω

 − + + + + =  
  + − + + + =  

 


  + + + − + =   

               (25.3) 

 
Решение однородной системы (25.3) заведомо не нулевое (среди ампли-
туд Аi
 

 найдутся ненулевые) – следовательно, определитель системы 

11 1 12 2 12

21 1 22 2 22

1 1 2 2 2

1 ...

1 ...
0.

. . ... .
1...

n n

n n

n n nn n

m m m

m m m

m m m

δ δ δ
ω

δ δ δ
ω

δ δ δ
ω

− +

− +
=

− +

          (25.4) 

 
Раскрывая его, получим алгебраическое уравнение n-го порядка относи-
тельно величины 1 / ω2

Убедимся в этом на примере системы с двумя степенями свобо-
ды. Раскрывая определитель 

. Все его корни действительны и положительны – 
у системы с n степенями свободы ровно n частот свободных (собствен-
ных) колебаний (собственных частот). 

 

11 1 12 22

21 1 22 22

1

1

m m

m m

δ δ
ω

δ δ
ω

− +

− +
 

 
в частотном уравнении (25.4), получим, учтя равенство 12 21δ δ= , квад-
ратное уравнение 
 

( )
2

2
11 1 22 2 11 22 1 2 12 1 22 2

1 1 0m m m m m mδ δ δ δ δ
ω ω
  − + + − = 
 

. 

Его корни 
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( )
2

211 1 22 2 11 1 22 2
11 22 12 1 22

1,2

2
211 1 22 2 11 1 22 2

12 1 2

1
2 2

.
2 2

m m m m m m

m m m m m m

δ δ δ δ δ δ δ
ω

δ δ δ δ δ

+ + = ± − − = 
 

+ − = ± + 
 

        (25.5) 

 
Покажем, что определитель 

11 12 2
11 22 12

12 22

>0.
δ δ

δ δ δ
δ δ

= −                        (25.6) 

 
Поскольку перемещения масс на рисунке 25.2 могут задаваться произ-
вольно (ибо перемещения системы с n степенями свободы, задающие ее 
положение, независимы), положим: перемещение первой из масс v1 = 1, 
второй – v2

k km v
 = 0. Соответствующие силы находятся из уравнений (25.1) – 

с заменой сил инерции –  на силы Fk

 
: 

11 1 12 2

12 1 22 2

1 ,
0 .

F F
F F

δ δ
δ δ

= +
 = +

 

Их решение 
12

22 22
1 2

11 12 11 22 12

12 22

1
0

F

δ
δ δ

δ δ δ δ δ
δ δ

= =
−

,   12
2 2

11 22 12

.F δ
δ δ δ

−
=

−
 

 
Потенциальная энергия упругих деформаций, равная сумме работ сил 
F1 и F2

22
1 1 2 2 2

11 22 12

1 1 1 >0.
2 2 2

U F v F v δ
δ δ δ

= + =
−

, 
 

 
Единичное перемещение 22 >0δ  – следовательно, определитель (25.6) по-
ложительный. 

Второе из подкоренных выражений в формулах (25.5) положи-
тельно; первое, равное второму, меньше квадрата ( ) 2

11 1 22 2 / 2m mδ δ+   , чем 
обеспечивается действительность и положительность корней (25.5) и, 
следовательно, существование двух действительных частот колебаний 
ω1 и ω2

Собственные частоты ω
. 

i(i =1, 2,…, n) – корни частотного урав-
нения (25.4) принято нумеровать в порядке возрастания. Наинизшую 
частоту ω1

Подставим частоту ω
 называют частотой основного тона. 

i в определитель (25.4) алгебраической сис-
темы (25.3) – получится система уравнений с определителем, равным 
нулю, или n линейно зависимых уравнений. Беря n – 1 из них, выразим 
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амплитуды ( ) ( ) ( )
1 2 1, ,...,i i i

nA A A −  через амплитуду ( )i
nA  – она, оставшаяся произ-

вольной, – произвольная постоянная интегрирования. Совокупность ам-
плитуд ( ) ( )1,2,...,i

kA k n= , пропорциональных одной из них, образует глав-
ную форму колебаний, отвечающую собственной частоте ωi

Любое из колебаний системы на рисунке 25.2 – результат нало-
жения колебаний (25.2), происходящих с частотами ω

. 

i
 

 : 

( ) ( )
1

sin ,

1, 2,..., .

n
i

k k i i
i

v A t

k n

ω ϕ
=

= +

=

∑                              (25.7) 

 
Каждое из колебаний ( ) ( )sini

k i iA tω ϕ+  в сумме (25.7) содержит произволь-
ную постоянную (например, амплитуду ( )i

nA ) и еще одну – начальную 
фазу φi

0kv

, всего в сумме (25.7) 2n произвольных постоянных. Они опреде-
ляются из начальных условий – в их состав входят n начальных (в мо-
мент t = 0) отклонений  масс от положений равновесия и n начальных 
скоростей 0kv  масс. 

В момент t на упругую подвеску действуют силы инерции 
 

( ) ( ) ( )2 sin ,
1, 2,..., ; 1, 2,..., .

i i
k k k k i i im v m A t

k n i n
ω ω ϕ− = +

= =

                          (25.8) 

 
По теореме о взаимности работ работа сил инерции (25.8), действую-
щих на массы mk (k = 1, 2, …, n) в колебаниях с частотой ωi, на переме-
щениях (25.2) в колебаниях с частотой ω
 

j 

( ) ( ) ( )sin ,

1,2,...,

j j
k k j jv A t

k n

ω ϕ= +

=
                                (25.9) 

 
равна работе сил инерции в колебаниях с частотой ωj на перемещениях 
(25.9) в колебаниях с частотой ωi
 

: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1
sin sin sin sin .

n n
i j j i

k k i i i k j j k k j j j k i i
k k

m A t A t m A t A tω ω ϕ ω ϕ ω ω ϕ ω ϕ
= =

 + + = + + ∑ ∑  

 
Равенство это должно выполняться в любой момент времени, получаем 
поэтому: 

( ) ( ) ( )2 2 0i j
i j k k km A Aω ω− =∑ , 

или (при различных собственных частотах!) 
( ) ( )

1
0

n
i j

k k k
k

m A A
=

=∑  

Витебский государственный технологический университет



 138 

– условие ортогональности главных форм колебаний. На рисунке 25.3 
показаны ортогональные формы колебаний – системы с тремя степеня-
ми свободы и системы с двумя степенями свободы. Во втором случае 
масса колеблется в двух перпендикулярных направлениях. Заметим: чем 
выше номер формы (чем выше частота), тем сложнее она. 

Линейно-упругие колеблющиеся системы консервативны – пол-
ная механическая энергия, равная сумме потенциальной энергии упру-
гих деформаций их подвесок и кинетической энергии их движущихся 
масс, сохраняется. Когда колеблющиеся массы системы получают наи-
большие отклонения от положений равновесия, деформации упругой 
подвески наибольшие (рис. 25.4): потенциальная энергия ее деформаций 
наибольшая, тогда как кинетическая энергия масс равна нулю – полная 
энергия Е = Umax. Когда же массы проходят положения равновесия, под-
веска не деформирована – потенциальная энергия ее деформаций равна 
нулю, тогда как кинетическая энергия масс наибольшая – полная энер-
гия Е = Тmax

( ) maxcos , ,
1, 2,..., .

i i i i iV v A t v A
i n

ω ω ϕ ω= = + =

=

 

. Перемещения масс описываются законом (25.2), скорости 
масс 

 

 
Наибольшая кинетическая энергия 

2
2 2

max max
1 1

1 .
2 2

n n

i i i i
i i

T m v m Aω
= =

= =∑ ∑  

 
Из равенства Umax = Tmax
 

 следует формула Рэлея 

2 max

2

1

2 .n

i i
i

U

m A
ω

=

=

∑
                                      (25.10) 

 
Первую главную форму колебаний угадать и приближенно задать легче, 
поэтому формулу (25.10) используют для определения частоты основ-
ного тона ω1

Например, собственная частота колебаний системы с одной сте-
пенью свободы (см. частотное уравнение (25.4)) 

. Частота получается завышенной против истинной: навя-
зывая системе форму колебаний, мы неявно налагаем на нее связи, ко-
торых не было, увеличивая тем самым жесткость системы и вместе с 
ней частоту колебаний. 

 

11

1 c
m m

ω
δ

= =                                   (25.11) 

 
растет с ростом жесткости с = 1 / δ11. 
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25.1 Абсолютно твердый брус, поддерживаемый упругими эле-
ментами, колеблется в плоскости рисунка 25.5. Возможны ли главные 
формы колебаний, показанные на нем? Масса бруса m распределена по 
его длине l равномерно, жесткости упругих элементов с

Тестирование 

1 и с2

 

 произ-
вольные. 

 
 

Рисунок 25.5 – Вертикальное перемещение центра масс С и угол 
поворота стержня вокруг центральной оси 

 
Варианты ответа 

 
1. Не возможны.   2. Возможны при любом соотношении жест-

костей с1, с2.  3. Возможны только при равенстве с1 = с2
 

. 

25.2 Стержень на рисунке с равномерным распределением массы 
m по длине l совершает продольные колебания. Частоту основного тона 
можно определить по формуле Рэлея (25.10). Амплитуды масс в этой 
формуле полагаем пропорциональными перемещениям при некотором 
подходящем нагружении стержня. Рассмотрим два нагружения стержня 
а) и б): сосредоточенной силой F и нагрузкой q, равномерно распреде-
ленной вдоль стержня. Какой из случаев даст лучшее приближение к 
точному значению частоты ( )1 / 2 /c mω π= ? Жесткость стержня (6.5) 

/c EA l=  (Е – модуль Юнга материала стержня, А – площадь его попе-
речного сечения). 

 

 
 
 

Варианты ответа 
 

1. Случай а).    2. Случай б).   3. Оба случая дают близкие оценки. 

Витебский государственный технологический университет



 140 

25.1 Брус (рис. 25.5) – система с двумя степенями свободы. Еди-
ничные перемещения в уравнениях (25.3) и частотном уравнении (25.4) 
показаны на рисунке 25.6. 

Комментарии 

 

 
 

Рисунок 25.6 – Единичные перемещения бруса (рис. 25.5) 
 

Если жесткости с1 и с2 1λ различны, различны осадки (6.5)  и 2λ  
упругих элементов: при первом нагружении брус поворачивается, при 
втором его центр масс смещается – перемещение 21δ  и равное ему пере-
мещение 12δ  не равны нулю: 

1 2 1 2
12 21

1 2

1 1 1 1
1 1 12 2

2 2
c c lc lc

l l c c
δ δ

− + − +
 

= = = = − − 
 

.               (25.12) 

 
Подстановка значений 2

111/ mω δ= , 2
221/ Iω δ=  (25.11) (m – масса бруса, I – 

его центральный момент инерции) и значений (25.11) в частотное урав-
нение (25.4) «не дает» нуля – они не являются корнями уравнения 
(25.4). Отношение амплитуд главных форм колебаний (рис. 25.5) най-
дем из уравнений (25.3): 

222
1 12

2 21
112

1

1

II
mm

δδ ω
ϕ δδ

ω

− +∆
= − = −

− +
. 

 
Нетрудно видеть, что при любой из частот 1ω , 2ω  (не равных 

111/ mδ , 221/ mδ ) отношения 1 2/ϕ∆  и 2 1/ϕ ∆  не равны 0 – при 12 0δ ≠  фор-
мы колебаний, показаные на рисунке 25.5, не возможны, но возможны 
при 12 0δ =  – при равных жесткостях с1 и с2 – см. формулы (25.12). При 
первом нагружении брус (рис. 25.6) в этом случае не поворачивается, 
при втором нагружении его центр масс С не смещается. Верен ответ 3. 
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25.2 Потенциальная энергия (23.5) упругих деформаций при рас-
тяжении – сжатии в продольных колебаниях стержня 

22
2

0 0 0

1 1 1
2 2 2

l l l
z zN dz NU EA dz EA dz

EA EA
ε = = = 

 ∫ ∫ ∫               (25.13) 

 
– как следует из формулы (6.3) для относительного продольного удли-
нения ε. Соответствующие продольные смещения w найдутся из урав-
нения (17.3) 

dw
dz

ε =                                          (25.14) 

 
– именно, они принимаются в формуле Рэлея (25.10) за амплитуды ко-
лебаний элементов массы стержня /dm mdz l= . 
 

 
 
Рисунок 25.7 – Продольная сила в случае а) zN F= , в случае б) zN qz=  

В случае а) (рис. 25.7) удлинение (25.14, 6.3) 
 

dw F const
dz EA

ε = = = ,                                (25.15) 

 
перемещение после интегрирования 

Fw z C
EA

= + , 

 
постоянная интегрирования находится из краевого условия ( ) 0w z l= = : 

( )/C Fl EA= − , и перемещение 

( )Fw z l
EA

= − .                                      (25.16) 

Подставляя в энергию (25.13) удлинение (25.15), после этого энергию 
(25.13) и перемещение (25.16) – в формулу Рэлея (25.10), получим 
 

( )

2

2 max 0
1 2

22

0 0

12
22 3

l

l l

FEA dz
EAU c

mF mw dm z l dz
EA l

ω

 
 
 = = =

  − 
 

∫

∫ ∫
, EAc

l
= . 

 

Витебский государственный технологический университет



 142 

В случае б) (рис. 25.7) удлинение (6.3) 
 

dw qz
dz EA

ε = = ,                                       (25.17) 

 
перемещение после интегрирования 

21
2

qw z C
EA

= + , 

постоянная ( )20,5 /C ql EA= − , и перемещение 

( )2 21
2

qw z l
EA

= − .                                   (25.18) 

 
Подставляя в энергию (25.13) удлинение (25.17), после этого энергию 
(25.13) и перемещение (25.18) – в формулу Рэлея, получим 

( )

2

2 0
1 2

22 2

0

12
2

2,5
1
2

l

l

qzEA dz
EA c

mq mz l dz
EA l

ω

 ⋅  
 = =

  − 
 

∫

∫
. 

 
Частота основного тона 

)1 3 1,74
a

c c
m m

ω = = , 
)1 2,5 1,58

á

c c
m m

ω = = . 

 
Точное значение 

1 1,57
2

c c
m m

πω = = . 

 
Верен ответ 2. Краевые условия задачи (рис. 25.8) выполняюся в случае 
б) точно. В нагружении а) ( )0 0zN z F= = ≠  – условие 2 не выполняется. 
Отсюда сравнительно низкая точность значения 

)1a
ω . 

 
 

Рисунок 25.8 – Краевые условия в задаче о продольных колебаниях 
упругого стержня 
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26 Динамические напряжения 
На рисунке 26.1 изображен элекродвигатель с неуравновешен-

ной массой m на двух балках. Если пренебречь в первом приближении 
собственной массой упругих балок, придем к рассмотрению (рис. 25.1) 
колебательной системы с двумя степенями свободы; наконец, пренебре-
гая продольными колебаниями двигателя, связанными с удлинениями – 
укорочениями балок, по сравнению с поперечными изгибными, – к рас-
смотрению системы с одной степенью свободы. 

Приложим (рис. 26.1) к колеблющейся массе даламберовы силы 
инерции – Mf  и Q0

( )11 0 sinf Mf Q tδ= − + Ω

, противоположную центростремительному ускоре-
нию неуравновешенной массы m. Упругое перемещение массы двигате-
ля М 

,                                  (26.1) 
 

что можно переписать в виде 
 

0

11

1 sinQf f t
M Mδ

+ = Ω .                                   (26.2) 

 
В дифференциальном уравнении (26.2) f  – вторая поизводная переме-
щения (26.1) по времени (ускорение массы М), постоянный коэффици-
ент в левой части – квадрат частоты ω (25.11) собственных колебаний 
двигателя на упругих балках, Ω – угловая скорость ротора двигателя с 
неуравновешенной массой m. Его решение представляется суммой об-
щего решения однородного уравнения (собственных колебаний, проис-
ходящих с частотой 111/ Mω δ= ) и частного решения неоднородного 
уравнения (вынужденных колебаний 

sinf A t= Ω ,                                       (26.3) 
 

происходящих с частотой изменения вынуждающей силы в выражении 
(26.1) 

0 sinQ Q t= Ω ,                                       (26.4) 
 

равной угловой скорости ротора Ω двигателя). Ввиду неизбежного 
(пусть малого) сопротивления внешней среды собственные колебания 
затухают, колебания массы М становятся чисто вынужденными (26.3),  
А – их амплитуда. Найдем ее, подставляя решение (26.3) в уравнение 
(26.2): 

( )2
00

22 2

2

//

1

Q MQ MA
ω

ω
ω

= =
Ω−Ω −

,                               (26.5) 
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Рисунок 26.1 – Вынужденные колебания системы с одной степенью 

свободы 

 
Рисунок 26.2 – Амплитудо-частотная характеристика 

 
Рисунок 26.3 – Вертикальный удар 
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где отношение 
0 0

11 02

11

1 ñò
Q Q Q f

M M
M

δ
ω

δ

= = =  

 
равно прогибу упругой подвески под действием статически приложен-
ной наибольшей силы (26.4) – статическому прогибу; модуль амплиту-
ды (26.5) 

2

21

ñòfA

ω

=
Ω

−
.                                             (26.6) 

 
Ее график – амплитудо-частотная характеристика колебательной систе-
мы – представлен на рисунке 26.2. Когда частота вунуждающей силы 
(26.4) Ω становится равной собственной частоте ω, амплитуда (26.6) 
становится бесконечно большой. Иными словами, в случае ωΩ =  реше-
ние (26.3) теряет смысл. Решение в случае равенства частот (резонанса 
колебаний) – другое: амплитуда вынужденных колебаний растет во 
времени по линейному закону – происходит «раскачка» колебательной 
системы. Сопротивление внешней среды ограничит рост амплитуды во 
времени, максимум кривой ( )A f= Ω , представленной на рисунке 26.2 
штрихами, наблюдается вблизи резонансного значения ωΩ = . Вместе с 
этим, за пределами зоны 0,75 / 1,25ωΩ< <  действительная амплитуда ко-
лебаний мало отличается от амплитуды (26.6). 

Заметим, что при относительно низких частотах Ω динамиче-
ский коэффициент 

2

2

1

1
ä

ñò

A
k

f
ω

= =
Ω

−
                                             (26.7) 

 
близок к единице, т. е. амплитуда ñòÀ f≈ , соответственно, динамиче-
ские напряжения в упругой подвеске 
 

ä ä ñò ñòkσ σ σ= ≈                                            (26.8) 
 

находятся в ее статическом нагружении силой Q0

G Mg=

. Напряжения (26.8) 
налагаются на постоянно действующие напряжения (на рисунке 26.1 от 
силы тяжести ), т. е. наибольшие напряжения в подвеске 
 

( ) ( ) ( ) ( )max 0 0ä ñò ñòG k Q G Qσ σ σ σ σ= + ≈ + .                  (26.9) 
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При относительно высоких частотах (по сравнению с собственной час-
тотой) коэффициент (26.7) мал, малы напряжения (26.8) и наибольшие 
напряжения (26.9) 

( )max Gσ σ≈ . 
Поэтому, устанавливая машины всякого рода на упругих основаниях, 
стремятся снизить собственную частоту ω. Правда, при пусках – оста-
новах машин на таких основаниях придется столкнуться с резонансом 
колебаний. Однако, раскачка колебательной системы при резонансе 
требует времени – если частота Ω изменяется достаточно быстро, рас-
качка далеко не зайдет, ограничившись несколькими сотрясениями. 

Учтем массу m0

0 /dm m dz l=

 (рис. 26.1) упругой подвески. Воспользуемся 
формулой Рэлея (25.10), задавшись в ней амплитудами колебаний эле-
ментов массы  – используя их пропорциональными прогибам 
упругой подвески ( )v z  (рис. 26.1) под действием сосредоточенной силы 
F, имитирующей силу инерции двигателя согласно универсальному 
уравнению (17.15) 

( ) 2 31 1
2 6xEI v z Flz Fz= − ,                          (26.10) 

 
знаменатель формулы Рэлея (25.10) 
 

( ) ( )2 2 20

0

l

i i
mm A d zv z Mv z l
l

 = + = 
 

∑ ∫ .                (26.11) 

 
Подстановка прогибов (26.10) в сумму (26.11) дает: 
 

( )2 2
0

33
140i im A M m v z l = + = 

 
∑ , 

 
коэффициент 33 /140nK =  здесь – коэффициент приведения массы под-
вески к ее свободному концу – месту установки двигателя. Учитывая 
собственную массу подвески, добавляем к массе двигателя М приведен-
ную массу 0nK m . 

Попутно получается (при М = 0) основная (наинизшая) частота 
свободных колебаний консольной балки на рисунке 26.1 1 11 01/ nK mω δ= , 
где единичное перемещение (26.10) 

( )
3

11 1 3F
x

lv l
EI

δ
=

= = ; 

 
основная частота 
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1 3
3 0

0

3 3,5833
140

x xEI EI
m ll m

ω = =  

 
отличается от точного значения 
 

3
0

3,52 xEI
m l

ω =  

на 1,7 %. 
Формула Рэлея использует закон сохранения полной механиче-

ской энергии. Используем его при определении динамических напряже-
ний при вертикальном ударе (рис. 26.3). Полная энергия слагается из 
потенциальной энергии и кинетической энергии системы груз – упругий 
элемент. Потенциальная энергия системы равна сумме энергии положе-
ния груза и энергии деформаций упругого элемента, равной работе уп-
ругой силы, деформирующей элемент, на перемещении точки ее при-
ложения. Энергия положения в момент 0 принимается равной нулю, в 
положении 1 она равна äMgf− ; энергия деформаций недеформированно-
го элемента в момент 0 равна нулю, в положении 1 она равна 

2
2

11
11

1 1 1
2 2 2

ä
ä ä ä

fF f Fδ
δ

= = , 

где Fд

äf
 – наибольшее значение упругой силы, развивающейся при ударе,   

 – соответсвующая осадка упругого элемента – динамическое пере-
мещение. 

Кинетическая энергия в момент 0 
21

2
T MV= ,                                    (26.12) 

в момент 1 – Т = 0. 
Энергетический баланс 

2

112
ä

ä
fO O T Mgf O
δ

+ + = − + +  

дает уравнение 
2

112 2 0ä ñò äf f f Tδ− − = ,                           (26.13) 
 

где статическое перемещение 
11ñòf Mgδ= . 

Решение уравнения (26.13) 
2 11

11 22 1 1 2
ñò

ñò

ä ñò ñò
Tf f f T f

f
δδ

 
= + + = + + 

  
,                 (26.14) 

в скобках формулы (26.14) – выражение динамического коэффициента 
äk . Соответсвенно, динамические напряжения в упругом элементе 
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ä ñò äkσ σ= ;                                          (26.15) 
статические напряжения определяются здесь при статическом нагруже-
нии упругого элемента силой Мg. 

Пусть удар приходится не в упругий элемент, а в демпфер мас-
сой m (рис. 26.3). Удар положим неупругим – обе массы (М и m) приоб-
ретают после удара одинаковые скорости (движутся, образовав одно те-
ло). Количество движения системы груз – демпфер сохраняется: 

( ) 1MV M m V= + , 
откуда скорость совместного движения груза с демпфером 

1

1

MV VV mM m
M

= =
+ +

. 

Кинетическая энергия совместного движения груза с демпфером 

( )
2

2 2
1

1 2

1

2 2 12 1

mM VM m V MVMT
mm
MM

 + +  = = =
   ++      

, 

или, учтя кинетическую энергию груза (26.12), 

1

1

TT m
M

=
+

.                                        (26.16) 

Заметим, что в массу демпфера m можно включить массу упругого эле-
мента m0

1
01 Ï

TT m K m
M

=
+

+

, приведенную к точке удара. Тогда кинетическая энергия 
(26.16) приобретает вид 

.                                 (26.17) 

Именно, ее следует использовать в выражении динамического коэффи-
циента: 

11 1
21 1 2ä

ñò

Tk
f
δ

= + + .                                (26.18) 

 
Поскольку энергия (26.17) меньше энергии (26.12), использование 
демпфера снижает коэффициент kд

Если груз (не имея начальной скорости) падает с высоты Н (рис. 
26.3), кинетическая энергия груза в формуле (26.17) 

, соответственно, снижаются дина-
мические напряжения (26.15). 

T MgH= . 
При Н = 0 (при нагружении элемента всей величиной груза) энергия Т = 
0, Т1 = 0, и динамический коэффициент (26.18) равен 2 – динамические 
напряжения (26.15) вдвое больше статических (при медленно возрас-
тающей нагрузке). 
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Тестирование 

26.1 Колебательная система на рисунке (Q0

3 1,5

 = G) находится в ре-
зонансном режиме. Выводя систему из резонанса, уменьшают (режим 1) 
– увеличивают (режим 2) в  раз длину балок, поддерживающих дви-
гатель. Как соотносятся напряжения в балках в этих двух режимах? 

 
 

Варианты ответа 
1. 1 2σ σ< .    2. 1 2σ σ> .    3. 1 2σ σ= . 

 
26.2 Рассматривая горизонтальный удар (рис. 26.4) как частный 

случай вертикального, получите выражение для динамического коэф-
фициента. Какое из выражений, следующих ниже, правильное? 

 
 

Рисунок 26.4 – Горизонтальный удар 
 

Варианты ответа 
 

1. 11
21 2ä

ñò

Tk
f
δ

= + .      2. 11
21 2ä

ñò

Tk
f
δ

= + . 

3. 11
22ä

ñò

Tk
f
δ

= . 
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26.1 Наибольшие напряжения (26.9) в балках 
Комментарии 

( ) ( ) ( ) ( )max 0ä ñò ä ñòG k Q G k Gσ σ σ σ σ= + = + , 
где напряжения 

( )
x

GlG
W

σ = ,   ( )ñò
x

GlG
W

σ =  

(Wх
2 21/ 1 /äk ω= −Ω

 – момент сопротивления поперечных сечений балок), динамический 
коэффициент (26.7) , ( )2

111/ Mω δ= , единичное перемеще-
ние (26.10) ( ) ( )3

11 0 1
/ 3 xF

v l l EIδ
=

= = , Iх

В первом режиме длина балок уменьшается в 

 – момент инерции поперечных се-
чений балок. 

3 1,5  раз, единич-
ное перемещение уменьшается в 1,5 раза, квадрат собственной частоты 
увеличивается в 1,5 раза, динамический коэффициент 

2

2

1 3
1

1,5

äk
ω
ω

= =
−

; 

напряжения ( )Gσ  и ( )ñò Gσ  уменьшается в 3 1,5 1,14=  раз, наибольшие 
напряжения 

1 0,88 3 0,88 3,5
x x x

Gl Gl Gl
W W W

σ
   

= + ⋅ =   
   

. 

Во втором режиме длина балок увеличивается в 3 1,5  раза, квад-
рат собственной частоты уменьшается в 1,5 раза, динамический коэф-
фициент 

2

2

1 2
1

/1,5

äk
ω

ω

= =
−

; 

напряжения ( )Gσ  и ( )ñò Gσ  увеличиваются в 3 1,5 1,14=  раз, наибольшие 
напряжения 

2 1,14 2 1,14 3,4
x x x

Gl Gl Gl
W W W

σ
   

= + ⋅ =   
   

. 

Соотношение 2 верное. 
26.2 Энергия положения тела – ударника на рисунке 26.4 не из-

меняется – можно положить ее равной нулю. В уравнении (26.13) вто-
рое слагаемое исчезает. Динамическое перемещение 112äf Tδ= , или 

11
2

2
ä ñò

ñò

Tf f
f
δ

= . 

Выражение 3 верное. 
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27 Устойчивость равновесия упругих сжатых стержней 
На рисунке 27.1 показан абсолютно твердый стержень, опираю-

щийся на упругий шарнир и находящийся под действием силы F, на-
правленной вдоль стержня. Если сила достаточно мала, стержень, так 
или иначе отклоненный от вертикали, вернется (может быть после не-
скольких колебаний) в исходное положение. Если сила достаточно ве-
лика, стержень не вернется в исходное положение, далеко уйдя от него. 

Назовем силу F критической (Fкр

0Am =∑

), если стержень, отклонившись 
от вертикали на малый угол, не возвращается в исходное положение, 
пребывая в новом равновесии, иными словами, при силе, равной крити-
ческой, стержень получает набор наклонных форм равновесия, сосуще-
ствующих с вертикальной формой. Рассматривая (рис. 27.1) одну из 
них, напишем уравнение моментов относительно оси шарнира А: 

,   sin 0êðc F lϕ ϕ− = .                                (27.1) 
При малых углах sinϕ ϕ≈  уравнение (27.1) приобретает вид 

( ) 0êðc F lϕ − = ,  0ϕ ≠ , 
откуда критическая сила 

êð
ñF
l

= .                                          (27.2) 

Если не прибегать к приближенному равенству sinϕ ϕ≈ , можно постро-
ить в закритической области F > Fкр

( )F f ϕ=
 график (рис. 27.1) зависимости 

: уравнение (27.1) переписывается при учете значения (27.2) в 
виде 

sinêð

F
F

ϕ
ϕ

= .                                       (27.3) 

При / 6ϕ π= , например, имеем 1,04 êðF F=  – как видим, сравнительно, не-
значительное (на 4 %) превышение критической силы приводит к за-
метному (на 30 %) отклонению стержня от вертикали. 

При F < Fкр вертикальная форма равновесия стержня устойчива, 
при F > Fкр

Аналогичным образом рассматривается (рис. 27.2) упругий 
(прямолинейный) сжатый стержень. При силе, равной критической, с 
прямолинейной формой равновесия, показанной штрихами, сосущест-
вуют (при наличии малых отклонений – прогибов) искривленные фор-
мы. Дифференциальное уравнение одной из них (17.6) 

 неустойчива. 

( ) ( )êðx

x x

F v zMv z
EI EI

′′ = = −                              (27.4) 

(ибо при положительных изгибающих моментах Мх ( )v z прогибы  отри-
цательны). Введем обозначение 

2 êð

x

F
k

EI
=                                         (27.5) 

и перепишем уравнение (27.4): 
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Рисунок 27.1 – Твердый стержень,      Рисунок 27.2 – К выводу формулы 
      опирающийся на упругий                           Эйлера 

шарнир 
 

 
 

Рисунок 27.3 – Приведенная длина стойки 
 

 
 

Рисунок 27.4 – Диаграмма критических напряжений 
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2 0v k v′′ + = . 
Его решение 

( ) 1 2sin cosv z C kz C kz= + ,                                 (27.6) 
где С1 и С2

( ) 2 0v o C= =

 – произвольные постоянные интегрирования. Подстановка 
решения (27.6) в краевые условия на рисунке 27.2 дает 

,  ( ) 1 sin 0v l C kl= = , 
откуда 

sin 0kl = ,   kl nπ= ,   nk
l
π

= ,   1, 2,...n = ; 

форма равновесия – синусоида (n полуволн) 

( ) 1 sin n zv z C
l
π

= .                                      (27.7) 

Возвращаясь к обозначению (27.5), найдем критические силы 
2 2

2
x

êð
n EIF

l
π

= ,    1, 2,...n = ;                            (27.8) 

наименьшая из них (эйлерова сила) получается при n = 1: 
2

2
x

ý
EIP
l

π
= ,                                          (27.9) 

соответствующая форма равновесия (27.7) – полуволна (рис. 27.2) 

( ) 1 sin zv z C
l
π

= .                                    (27.10) 

Постоянная С1

Если вместо приближенного (27.4) использовать точное нели-
нейное уравнение упругой кривой 

 остается неопределенной, давая набор искривленных 
форм равновесия. 

( )
3/ 221 x

v Fv
EIv

′′
= −

 ′+ 

, 

получим в закритической области F > Fэ (27.9) решение, аналогичное 
решению уравнения (27.3) с графиком, представленным на рисунке 
27.1. Относительно небольшое (на 4 %) превышение эйлеровой крити-
ческой силы (27.9) сообщит большой (0,16 l) прогиб С1 (рис. 27.2). Пря-
молинейная форма равновесия устойчива при F < Fэ  ,  неустойчива  при   
F > Fэ. 

 
 

Рисунок 27.5 – Критические силы многопролетных стержней 
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Что же касается критических сил (27.8) и соответствующих ис-
кривленных форм равновесия (27.7), они реализуются при сжатии мно-
гопролетных стержней (рис. 27.5). 

Рассмотрим опорные закрепления (рис. 27.3), отличные от шар-
нирных (рис. 27.2). В последнем (основном) случае стержень искривля-
ется по полуволне синусоиды (27.10). В случаях защемленных стержней 
(рис. 27.3.1, 27.3.2) стержни искривляются по синусоиде и нетрудно 
привести эти случаи к основному (рис. 27.2), выделяя полуволны сину-
соиды. Соответственно, выделяются длины (приведенные) эквиваленого 
шарнирно опертого (рис. 27.2) стержня – в случае на рисунке 27.3.1 
длина 2ï ðl l= , в случае на рисунке 27.3.2 0,5ï ðl l= . 

В случае на рисунке 27.3.3 искривленная форма рановесия 
стержня – не синусоида, но в рамках приближенного подхода можно и 
здесь выделить «полуволну», соответствующая приведенная длина 

0,7ï ðl l≈ . Вводя коэффициент приведенной длины µ (µ0 = 1, µ1 = 2, µ2 =  
= 0,5, µ3

( )

2

2
x

ý
EIP
l

π
µ

=

 = 0,7), перепишем формулу Эйлера (27.9): 

.                                         (27.11) 

Формулы (27.9, 27.11) – результат решения краевой задачи для 
дифференциального уравнения упругой

( )

2 2 2

2 2 2
ý x

ý ï ö

x

P EI E E
A l A l

i

π π πσ σ
λµ µ

= = = = ≤
 
 
 

 кривой (27.4): эйлерово напря-
жение 

,                     (27.12) 

где ï öσ  – предел пропорциональности материала стержня, радиус инер-
ции поперечного сечения стержня 

x
x

Ii
A

= ,                                        (27.13) 

гибкость, определяемая опорными закреплениями (см. коэффициент µ), 
длиной l, формой и размерами поперечного сечения стержня (см. радиус 
инерции (27.13)), 

x

l
i
µλ = .                                         (27.14) 

Условие (27.12) дает ограничение 
2

ï ö

Eπλ
σ

≥ , 

при гибкостях (27.14), меньших предельной 
2

ï ðåä
ï ö

Eπλ
σ

= ,                                       (27.15) 

определяемой материалом стержня, формула Эйлера (27.11) не приме-
нима. При гибкостях, меньших предельной (27.15), следует пользовать-
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ся результатами экспериментов, оформляемыми в первом приближении 
линейной зависимостью – прямой Ясинского (рис. 27.4): 

êð a âσ λ≈ − , 
где постоянные, определяемые материалом стержня, 

ï ðåäa σ≈ ,   ï ð åä ï ö

ï ðåä

â
σ σ

λ
−

= ; 

за предельное напряжение при сжатии принимают либо предел текуче-
сти σТ, либо предел прочности при сжатии σвс

Условие устойчивости стержня 
 материала стержня. 

[ ]óñò

F
A

σ σ= ≤ .                                    (27.16) 

Допускаемое напряжение на устойчивость в условии (27.16) 

[ ] [ ]
êð

óñò
óñò

s
σ

σ =                                      (27.17) 

(σкр – критическое напряжение, представленное диаграммой на рисунке 
27.4, [s]уст

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]êð T

óñò
T óñò

s
s s

σ σσ ϕ σ
σ

 
 = ⋅ =
 
 

 – кэффициент запаса устойчивости). Допускаемое напряже-
ние (27.17) представляется в виде 

, 

где σкр ≤ σТ [ ]óñò
s (рис. 27.4),  > [ ]s  (ибо потеря устойчивости, при кото-

рой перемещения (и напряжения) нарастают неудержимо, намного 
опаснее временной текучести материала), как следствие, коэффициент 
продольного изгиба 

φ < 1; 
отношение σТ [ ]s /  – основное допускаемое напряжение [σ]. Условие ус-
тойчивости (27.16) переписывается: 

[ ]F
A

σ ϕ σ= ≤ .                                      (27.18) 

Понятно, что коэффициент φ, определяемый, в основном, отношением 
σкр / σТ

[ ] [ ] áðóò ò îP Aϕ σ=

, – функция (рис. 27.4) гибкости стержня (27.14) (если нет осно-
ваний считать его стержнем с переменным по длине поперечным сече-
нием). Допускаемая нагрузка – меньшая из двух 

,  [ ] [ ] í åò ò îP Aσ=  
(Анетто в отличие от площади Абрутто

В проектном расчете условие (27.18) содержит два неизвестных 
– площадь сечения А и коэффициент продольного изгиба φ. Требуемую 
площадь сечения А ищем, ведя расчет последовательными приближе-
ниями: задаемся каким-либо средним значением φ, например, φ = 0,5, 
после этого следуем схеме 

 – площадь сечения ослабленного 
участка стержня). 
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[ ] 1x
x

F lA ðàçì åðû i
i
µϕ λ ϕ

ϕ σ
→ = → → → = → . 

Сравнивая коэффициенты ( )1 fϕ λ=  и взятый вначале φ, либо удовлетво-
ряемся площадью А (при 

1 100% 3%
ϕ ϕ
ϕ
−

≤ ), 

либо продолжаем, используя другое начальное значение φ. 

27.1 На рисунке показан сжатый стержень с опорными закреп-
лениями, по-разному проявляющими себя в главных плоскостях инер-

ции стержня xz и yz. В какой из этих 
плоскостей произойдет потеря устой-
чивости вертикальной формы равно-
весия? 

Тестирование 

Варианты ответа 
 

1. В плоскости xz.    
2. В плоскости yz.    

   3. В обеих плоскостях. 
 

27.2 На рисунке представлена 
диаграмма критиеских напряжений. 
При каком из трех напряжений ус-
тойчивость стойки гарантирована? 

 
 

 
 

Варианты ответа 
1. При напряжении σ1.  2. При напряжении σ2.  3. При напряжении σ3. 
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27.1 Диаграмма на рисунке 27.4 – график монотонно убывающей 
величины σ

Комментарии 

кр

êð êðF Aσ=
. Критическая нагрузка на стержень 

 
тем меньше, чем больше гибкость λ (27.14). 

Гибкость стержня в плоскости xz 
xz

xz
y

l
i
µλ = ,                                   (27.19) 

где коэффициент приведенной длины при опорных закреплениях, про-
являющих себя в плоскости xz как на рисунке 27.3.1, µxz

( )30,7 2 2
12 0,7 2 12

y
y

I â â âi
A â â

⋅
= = =

⋅ ⋅

 = 2; радиус 
инерции (27.13) прямоугольного сечения 

; 

гибкость (27.19) 
2 12 12
2xz

l l
â â

λ = = .                                  (27.20) 

Гибкость стержня в плоскости yz 
yz

yz
x

l
i
µ

λ = ,                                         (27.21) 

где коэффициент приведенной длины при опорных закреплениях, про-
являющих себя в плоскости yz как на рисунке 27.3.3, µуz

0,7
12x

âi =

 = 0,7; радиус 
инерции 

; 

гибкость (27.21) 
0,7 120,7

12

yz
l l
â â

λ = =  

равна гибкости (27.20). Стойка равноустойчива в обеих главных плос-
костях инерции. Верен ответ 3. 

27.2 При гибкости, большей предельной (27.15), сжатый стер-
жень устойчив, если напряжение в нем 

ýσ σ< . 
При гибкости, меньшей предельной, стержень устойчив при напряже-
ниях 

ÿσ σ< . 
Верен ответ 3. 

Напряжение 1 ýσ σ< , но 1 ÿσ σ> ; напряжение 2 ÿσ σ< , но 2 ýσ σ> ; на-
пряжение 3 ÿσ σ<  и 3 ýσ σ< . 
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28 Продольный и продольно-поперечный изгиб 
На рисунке 28.1 показан искривленный стержень, полученный 

из прямолинейного длиной l. Проекция отрезка искривленной оси 
стержня длиной ds, равной длине dz отрезка прямолинейного (до ис-
кривления) стержня, на ось z – в предположении малости углов φ –  

( )22 2 21 1 1cos 1 sin 1 sin 1 1
2 2 2

ds dz dz dz dz vϕ ϕ ϕ ϕ     ′= − ≈ − ≈ − ≈ −          
, 

где v – малые прогибы стержня. Интеграл 

( )
0

cos
l

dz dsλ ϕ= −∫  

даст величину сближения концов стержня при его искривлении: 

( ) ( )2 2

0 0

1 1
2 2

l l

dz dz v dz v dzλ  ′ ′= − + =  ∫ ∫ .                   (28.1) 

Положим, что стержень искривлен по полуволне синусоиды 
sin zv f

l
π

= .                                        (28.2) 

Используя в интеграле (28.1) углы φ – производные прогибов (28.2) 
cos zv f

l l
π πϕ ′≈ =                                     (28.3) 

и формулу 

2

21 cos
cos

2

z
z l

l

π
π +

= , 

получим сближение 
2 2

4
f
l

πλ = .                                          (28.4) 

На рисунке 28.2 изображен продольный изгиб предварительно 
искривленного стержня. Теория такого изгиба позволит оценить влия-
ние начальной (обычно, малой) кривизны стержня на величину пре-
дельной нагрузки сжатой стойки, равной критической (эйлеровой, если 
гибкость ее достаточно велика). 

Дополнительное сближение концов шарнирно-опертого стержня 
на рисунке 28.2 при его изгибе силой F 

1 0λ λ λ= − . 
Если предположить, что стержень искривляется по полуволне синусои-
ды (28.2), найдем, используя формулу (28.4): 

( ) ( )
2 2 2

22 2 2 2
1 0 0 1 0 1 0 12

4 4 4
f f f f f f f f

l l l
π π πλ    = − = + − = +   .           (28.5) 

Кривизна стержня [4] 

( )
3/ 22

1

1

v

vρ
′′

=
 ′+ 

 

при малых углах φ ( 1v′  ) 
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Рисунок 28.1 – Сближение концов стержня при его искривлении 
 
 

 
 

Рисунок 28.2 – Продольный изгиб шарнирно-опертого стержня 
 
 
 

 
 

Рисунок 28.3 – Эксцентриситет сжимающей силы 
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Рисунок 28.4 – Поперечный изгиб защемленного стержня 

 
Рисунок 28.5 – Продольно-поперечный изгиб 

 

 
Рисунок 28.6 – К вычислению допускаемой нагрузки ( [ ] 2s = ) 
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1 v
ρ

′′≈ .                                             (28.6) 

Дифференцируя производную (28.3), найдем кривизну 
2

2

1 sin zf
l l
π π

ρ
= − .                                      (28.7) 

Свяжем приращение первоначальной кривизны 01/ ρ  (28.6) с изгибаю-
щим моментом: 

0

1 1 x

x

M
EIρ ρ

− = ,   0
x

x

Mv v
EI

′′ ′′− = ,   1
x

x

Mv
EI

′′ = ,                    (28.8) 

v1

22

0 02 2

l l
x x x

x x

M dz EI MU dz
EI EI

 
= =  

 
∫ ∫

 – дополнительный (возникающий при изгибе) прогиб. Потенциальная 
энергия упругих деформаций (23.6) при изгибе 

,                             (28.9) 

или – см. формулы (28.8), (28.7) 
44

2 2 2
1 14 3

0

sin
2 4

l
x xEI EIzU f f

l l l
ππ π

= =∫ . 

Воспользуемся далее принципом возможных перемещений [5]: 
сумма работ силы F и упругих сил в состоянии равновесия стержня на 
любом возможном в этом состоянии перемещении стержня равна нулю. 
Сообщая стержню возможные (бесконечно малые) перемещения – про-
гибы, найдем дифференцированием сближения (28.5) возможное сбли-
жение концов стержня: 

[ ]
2

1 0 1 12 2
4

f f f
l

πδλ δ= + ,                               (28.10) 

работа силы F на сближении (28.10) 
1Fδλ .                                            (28.11) 

Работа упругих сил равна убыли потенциальной энергии (28.9): 
4

1 13 2
4

xEIU f f
l

πδ δ− = − .                                (28.12) 

Суммируя работы (28.11) и (28.12), получим уравнение 

( )
42

0 1 1 1 13 0
2 2

xEIF f f f f f
l l

ππ δ δ+ − = , 

откуда дополнительная стрела прогиба в состоянии равновесия изогну-
того стержня 

0
1

1ý

ff F
F

=
−

, 

где Fэ
2

2
x

ý
EIF
l

π
=

 – эйлерова сила шарнирно-опертого стержня: 

.                                          (28.13) 

Полная стрела прогиба 
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0
0 0

0 1 0

11 1

ý

ý ý

ý

Fff fFf f f f F F F
FF F

= + = + = =
−− −

.                         (28.14) 

При ýF F→  стрела прогиба (28.14) стремительно нарастает, вместе с ней 
столь же стремительно растут напряжения в стержне. Если они вместе с 
этим находятся в пределах пропорциональности, за предельную сжи-
мающую нагрузку естественно принять эйлерову критическую силу 
(28.13) прямого стержня. Вывод – наличие начальной кривизны у сжа-
того стержня не сказывается на величине предельной сжимающей на-
грузки (при напряжениях, не превышающих предела пропорционально-
сти!). 

На рисунке 28.3 изображен защемленный стержень, сжатый на-
грузкой, приложенной к нему с экцентриситетом. Выясним его влияние 
на величину предельной сжимающей нагрузки. 

Положим, что стержень на рисунке 28.3 искривляется по четвер-
ти волны косинусоиды 

1 cos
2

zv f
l

π = − 
 

.                                        (28.15) 

Первая производная прогиба (28.15) 
sin

2 2
zv f

l l
π πϕ ′≈ = .                                       (28.16) 

Сближение (28.1) правого конца стержня с заделкой 
2 2 2

2 2
1 2

0

1 sin
2 4 2 16

l z ff dz
l l l
π π πλ = =∫ .                              (28.17) 

Сближение точки приложения силы F за счет поворота конца стержня 
(рис. 28.3) на угол (28.16) при z = l 

( )2 2
l l ef

l
πλ ϕ≈ = .                                      (28.18) 

Полное сближение, равное сумме сближений (28.17, 28.18), 
2 2

1 2 16 2
f ef
l l

π πλ λ λ= + = + .                               (28.19) 

Продифференцируем выражение (28.16) и найдем потенциальную энер-
гию упругих деформаций (28.9), учтя выражение (28.8): 

( )

2

2

4
2 2

3
0

cos ,
4 2

.
2 64

l
x x

zv f
l l

EI EIU v dz f
l

π π

π

′′ =

′′= =∫
                      (28.20) 

Подставляя сближение (28.19) и энергию (28.20) в уравнение работ 
0F Uδλ δ− = , получим уравнение 

2 4

3 0
8 2 32

xEIf eF f f f f
l l l

π π πδ δ δ
 

+ − = 
 

, 

его решение 
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4

1
ý

ý

F e
Ff F

F
π

=
−

,                                         (28.21) 

где Fэ
2

24
x

ý
EIF
l

π
=

 – эйлерова критическая сила прямого защемленного стержня 

.                                          (28.22) 

Прогибу (28.21) можно придать другой вид – вид (28.14), используя вы-
ражение (28.22), получим 

( ) 22

2 3
0

4 4 16

1 1 1
x x

ý ý ý

Fe ll Fe
EI EI ff F F F
F F F

π π π
= = =

− − −
.                       (28.23) 

«Начальный» прогиб в формуле (28.23) 
( ) ( )2 2

0 3

16 1
2x x

Fe l Fe l
f

EI EIπ
= ≈ .                               (28.24) 

Понятно и в этом случае, что при напряжениях, находящихся в преде-
лах пропорциональности, эксцентриситет сжимающей силы не сказыва-
ется на величине предельной нагрузки – она определяется по формуле 
(28.22), выведенной для случая строго продольной нагрузки (приложен-
ной к стержню без эксцентриситета). 

На рисунке 28.4 показан поперечный изгиб защемленного 
стержня парой сил с моментом Fe – она образуется при параллельном 
переносе сжимающей силы F (рис. 28.3) на ось стержня. Прогиб сво-
бодного конца стержня находится по теореме Максвелла – Мора (23.10) 
и правилу Верещагина (23.12): 

( ) ( ) 2

0
0

1 1 1
2 2

l
Ax

x x x

Fe lM M dzf Fe l l
EI EI EI

= = ⋅ ⋅ =  ∫ .                      (28.25) 

Как видим результат (28.25) близок к результату (28.24) – «начальный» 
прогиб в формуле (28.23) можно находить, учитывая только попереч-
ную составляющую продольно-поперечной нагрузки. 

Наибольшие напряжения при продольно-поперечном изгибе 
(рис. 28.3) 

( ) 0
max

1
x

x x x

ý

F f eM FfF F F Fe
FA W A W A W
F

σ
+

= + = + = + +
−

, 

или 
0 0

max

1
x

x

ý

M FfF
FA W
F

σ = + +
−

,                                  (28.26) 

где 0xM Fe=  – изгибающий момент от поперечной составляющей - мо-
мента Fe. 
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Первое и второе слагаемые доставляются принципом независи-
мости действия сил, использующим первоначальные размеры стержня. 
Третье слагаемое – результат учета прогиба f, следовательно, отступле-
ния от принципа независимости действия сил – принципа наложения. 
Согласно ему напряжения при продольно-поперечном изгибе на рисун-
ке 28.3 равны сумме напряжений при изгибе парой с моментом Fe и 
сжатии силой F (рис. 28.4). 

При достаточно боьших жесткостях EIх

ýF F

 эйлерова сила (28.22) 
, 

прогиб (28.24 – 28.25) 
0f e , 0 0xFf M , 

третьим слагаемым в формуле (28.26) возможно пренебречь, и мы воз-
вращаемся к принципу независимости действия сил. 

В общем случае продольно-поперечного изгиба (рис. 28.5) фор-
мула (28.26) переписывается: наибольшие напряжения в произвольном 
сечении гибкой балки 

0 0
max

1
x

x

ý

M FvF
FA W
F

σ = + +
−

,                               (28.27) 

где Мх0 и v0

/ 2z l=

 – изгибающий момент и прогиб от поперечной нагрузки. 
Кстати, наибольший прогиб шарнирно-опертой балки (рис. 28.5) – при 
поперечной нагрузке, изгибающей балку в одну сторону, – близок к 
прогибу в середине пролета (при ) – среднее сечение такой балки 
одно из опасных. 

График зависимости (28.26) представлен на рисунке 28.6. На-
пряжение maxσ  растет быстрее сжимающей силы F. 

Пусть коэффициент запаса прочности [ ] 2s = . Отношение пре-
дельной сжимающей нагрузки FТ

max Tσ σ=
, отвечающей появлению текучести в 

опасном сечении стержня ( ), к нагрузке, при которой 
[ ] [ ]max /T sσ σ σ= = , 

[ ]( ) [ ] [ ]<T TF s
F

σ
σσ

= . 

Если допускаемую нагрузку определять по допускаемым напряжениям 
[ ]σ , требуемого отступления от предельного состояния не получить. 
Допускаемая нагрузка 

[ ] [ ]
TFF
s

= , 

 
напряжения при этой нагрузке (рис. 28.6) 
 

[ ]( ) [ ]max <Fσ σ . 
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Тестирование 

28.1 На рисунке представлен продольно-поперечный изгиб в 
плоскости наибольшей жесткости ( >x yI I ). Гибкость стержня в этой 
плоскости меньше предельной, в плоскости наименьшей жесткости xz – 
больше предельной. Выражение какой из критических сил следует ис-
пользовать в формуле (28.27)? 

 

 
 

Варианты ответа 
 

1. 
2

min
24ý

EIF
l

π
= .   2. 

2

24
x

ý
EIF
l

π
= .   3. ( )<êð ï ðåäF λ λ . 

 
28.2 На рисунке 28.7 представлен продольно-поперечный изгиб 

шарнирноопертой балки. Какое сечение из отмеченных на рисунке, 
наиболее опасно? 

 

 
 

 
Рисунок 28.7 – Продольно-поперечный изгиб шарнирно- 

опертой балки 
 

Варианты ответа 
 

1. Сечение 3.   2. Сечение 2.   3. Сечение 1 или сечение 2. 
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28.1 Выражение для эйлеровой силы появилось в формуле (28.7) 
как результат рассмотрения изгиба в плоскости действия поперечной 
составляющей продольно-поперечной нагрузки. Верен ответ 2 – не взи-
рая на то, что гибкость стержня в плоскости силы Q (в вертикальной 
плоскости) меньше предельной, и на то, что гибкость стержня в плоско-
сти изгиба меньше гибкости в плоскости xz. 

Комментарии 

Стержню, однако, угрожает потеря устойчивости в плоскости xz 
– выпучивание вбок. Наряду с расчетом на прочность в вертикальной 
плоскости, дающим допускаемую нагрузку [ ] [ ]1

/TF F s= , необходим рас-
чет на устойчивость, дающий допускаемую нагрузку 

[ ] [ ]2
F Aϕ σ=  

при допускаемом напряжении [ ] [ ]/T sσ σ= . 
Допускаемая нагрузка – меньшая из этих двух. 
28.2. Наибольший прогиб  балки на рисунке 28.7 найдется в се-

чении, близком к середине пролета. Наиболее опасное сечение следует 
выбрать из сечений 1 и 2. Верен ответ 3. Напряжение (28.27) в сечении 1 

 
0

max
/ 2

1
ý

FfF m
FA Wx
F

σ = + +
−

,   (28.28) 

где по правилу Мора – Вереща-
гина 
 

2
1

0
0

1 1 1
2 4 2 16

l
x

x x x

M M dz l m mlf l
EI EI EI

 = = = 
 ∫ , 

 
эйлерова сила 
 

2

2
x

ý
EIF
l

π
= . 

 
Напряжение (28.27) в сечении 2 
 

max
x

F m
A W

σ = + .                                      (28.29) 

 
Наиболее опасному сечению отвечает меньшая из двух допус-

каемая нагрузка [ ] [ ]/TF F s= . 
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29 Осесимметричная задача Ламе о толстостенном цилиндре 
На рисунке 29.1 изображен толстостенный упругий цилиндр с 

защемленными торцами. Внутреннее и наружное давления на поверхно-
стях цилиндра, не изменяясь по контуру любого из его поперечных се-
чений, не изменяются и по длине его. Поперечные сечения цилиндра в 
этих условиях, плоские и нормальные к оси z до деформации, останутся 
плоскими и нормальными к ней. Расстояния между сечениями не изме-
нятся – осевые перемещения w всех точек цилиндра равны нулю, все 
они перемещаются в плоскостях своих поперечных сечений, причем 
(ввиду осевой симметрии нагружения) перемещаются вдоль радиусов. 
Эти (радиальные) перемещения – функции расстояния (и только!) от 
оси цилиндра (рис. 29.2). 

Радиальное относительное удлинение 
( ) ( )

r

dr u du u du
dr dr dr

ε
∆ + −

= = = ;                            (29.1) 

окружность 1 радиуса r, показанная штрихами, перейдет в окружность 2 
радиуса r + u(r) – окружное удлинение 

( )2 2
2

r u r u
r rϕ

π π
ε

π
+ −

= = ,                              (29.2) 

осевое удлинение 
0z

w
z

ε ∂
= =
∂

.                                        (29.3) 

Угол сдвига (17.4) 
( ) 0rz

u r w
z r

γ
∂ ∂

= + =
∂ ∂

, 

касательные напряжения (рис. 29.3) 
0rz rzGτ γ= = ; 

касательные напряжения zϕτ  и rϕτ  равны нулю в силу осевой симметрии 
задачи (на смежной правой грани элемента направления этих напряже-
ний должны быть такими же, какие показаны на левой видимой грани, 
что невозможно ввиду закона парности). Все грани элемента на рисунке 
29.3 – главные площадки. 

Рассмотрим (рис. 29.4) элемент цилиндра, находящийся в равно-
весии. В проекциях на радиальное направление 

( ) ( ) ( ) ( )2 sin / 2 0r r rd r dr d dz rd dz drdz dϕσ σ ϕ σ ϕ σ ϕ+ + ⋅ − − =   ,    (29.4) 
где ( )r dr d dzϕ+ ⋅ , rd dzϕ , drdz  – площади верхней, нижней и боковых гра-
ней элемента; силы, входящие в уравнение (29.4), равны произведениям 
напряжений rσ  и ϕσ  на эти площади. 

Заменяя в уравнении (29.4) sin / 2dϕ  на эквивалентную бесконеч-
но малую / 2dϕ  и вычеркивая бесконечно малую четвертого порядка 

rd drd dzσ ϕ , получим уравнение равновесия в напряжениях 
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Рисунок 29.1 – Толстостенный цилиндр под давлением внутренним (ра

и наружным (р
) 

в) 

             
Рисунок 29.2 – Плоская ассиметричная         Рисунок 29.3 – Напряжения  

 деформация                                              в цилиндре 
 

 
Рисунок 29.4 – К уравнению равновесия элемента цилиндра 
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Рисунок 29.5 – Цилиндр со свободными торцами 

 
Рисунок 29.6 – Цилиндр с днищами 

 
 
 
 
 

 
Рисунок 29.7 – Наряжения в 

цилиндре ,нагруженном 
изнутри 

 
 
 
 

Рисунок 29.8 – Напряжения в цилиндре,  
 нагруженном снаружи 
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( ) 0rd r
dr ϕ

σ
σ− = .                                           (29.5) 

Выразим напряжения в уравнении (29.5) через деформации (29.1 – 29.3): 
прибегая к закону Гука (18.7) 

( ) ( ) ( )1 1
2 1r r z r zE Gϕ ϕε σ µ σ σ σ µ σ σ

µ
   = − + = − +   +

, 

( ) ( ) ( )1 1
2 1r z r zE Gϕ ϕ ϕε σ µ σ σ σ µ σ σ

µ
   = − + = − +   +

, 

( )1 0z z rE ϕε σ µ σ σ = − + =  , 

( )2 1
EG
µ

=
+

 

– модуль сдвига, найдем формулы для напряжений 
( )z r ϕσ µ σ σ= + ,                                     (29.6) 

( )

( )

2 2 ,
1 1

2 2 ,
1 1

r r

r

G G du u
dr r

G G u du
r dr

ϕ

ϕ ϕ

σ ε µ ε µ
µ µ

σ ε µ ε µ
µ µ

 ′ ′= + = + ′ ′− −  
 ′ ′= + = + ′ ′− −  

                    (29.7) 

где коэффициент 

1
µµ
µ

′ =
−

. 

Подставляя напряжения (29.7) в уравнение равновесия (29.5), 
получим однородное дифференциальное уравнение типа Эйлера [6] 

2

2 0d u du ur
dr dr r

+ − = .                                    (29.8) 

Частное решение уравнения (29.8) ищем в виде 
nu r= : 

( ) ( )( )1 1 1 11 1 1 0n n n nn n r nr r n n r− − − −− + − = − + = , 
откуда получается характеристическое уравнение 

( )( )1 1 0n n− + =  
с корнями 

1 1n = , 2 1n = − . 
Общее решение уравнения (29.8) 

2
1

Cu C r
r

= + ,                                          (29.9) 

где С1 и С2
Используем решение (29.9) в формулах (29.7): 

 – произвольные постоянные интегрирования. 

2 2
1 1 1 22 2 2 2

2

2 1 12 2 ,
1 1

,

r
G C C BC C G C GC D

r r r r
BD
rϕ

µσ µ µ
µ µ

σ

′+ ′ ′= − + + = − = − ′ ′− − 

= +

   (29.10) 

где D и В – новые произвольные постоянные, определяемые из краевых 
условий (рис. 29.1) 
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( )r ar a pσ = = − , ( )r âr â pσ = = − .                        (29.11) 
Напряжения (29.6) в поперечных сечениях цилиндра 

2z D constσ µ= =                                     (29.12) 
– напряжения (29.12) равномерно распределяются по кольцевому попе-
речному сечению (рис. 29.1) цилиндра. 

Если на решения (29.10, 29.12) наложить решение 0r ϕσ σ= = , 
/z F Aσ = , отвечающее растяжению (сжатию) цилиндра силами 

2F D Aµ= − ⋅ , найдутся напряжения в цилиндре со свободными торцами  
(рис. 29.5) – те же напряжения (29.10) и 0zσ = . При этом не важно, как 
реализуется торцевая нагрузка F: на достаточных (на два – три диаметра 
2в) удалениях от торцов напряжения в цилиндре практически не зависят 
от способа реализации растягивающей (сжимающей) нагрузки, опреде-
ляясь по приведенной формуле 

z
F
A

σ =  

(см. принцип Сен – Венана [6]). 
В цилиндре с днищами (рис. 29.6) действуют те же напряжения 

rσ  и ϕσ  (29.10) и напряжения в поперечных сечениях 
2 2

a â
z

p a p â
A

π πσ −
= ,                                  (29.13) 

где площадь поперечного сечения цилиндра 
2 2A â aπ π= − . 

Краевые условия (29.11) при только внутреннем давлении при-
обретают вид 

( )r ar a pσ = = − , ( ) 0r r âσ = = . 
Подставляя в них радиальное напряжение (29.10), найдем постоянные D 
и В: 

2 2

2 2a
a âB p

â a
=

−
, 

2

2 2a
aD p

â a
=

−
.                            (29.14) 

Нетрудно увидеть, что постоянная D равна напряжению (29.13) (при рв

Итак, радиальное и окружное напряжения в толстостенном ци-
линдре (рис. 29.1, 29.5, 29.6), нагруженном только внутренним давлени-
ем р

 
= 0) в цилиндре с днищами. 

а
2 2

2 2 21r a
a âp

â a rϕ
σ

 
=  −  



, 
.                                  (29.15) 

Напряжения zσ  в защемленном цилиндре (рис. 29.1) определяются по 
формуле (29.12): растягивающие напряжения 

2

2 22z a
ap

â a
σ µ=

−
.                                      (29.16) 

В цилиндре со свободными торцами (рис. 29.5) 
0zσ = . 
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Растягивающие напряжения в цилиндре с днищами (рис. 29.6) 
2

2 2z a
ap

â a
σ =

−
                                     (29.17) 

дают ординату асимтоты эпюр напряжений (29.15). Эпюры напряжений 
(29.15, 29.17) представлены на рисунке (29.7). 

Краевые условия (29.11) при только наружном давлении имеют 
вид 

( ) 0r r aσ = = , ( )r âr â pσ = = − . 
Подставляя в них радиальное напряжение (29.10), найдем постоянные В 
и D: 

2 2

2 2â
a âB p

â a
= −

−
, 

2

2 2â
âD p

â a
= −

−
.                           (29.18) 

И здесь постоянная D равна напряжению (29.13) (при ра

Радиальные и окружные напряжения в толстостенном цилиндре 
(рис. 29.1, 29.5, 29.6), нагруженном только наружным давлением р

 = 0) в цилиндре 
с днищами. 

в
2 2

2 2 21r â
â ap

â a rϕ
σ

 
= −  −  



, 

.                                  (29.19) 

Сжимающие напряжения (29.12) в защемленном цилиндре (рис. 29.1) 
2

2 22z â
âp

â a
σ µ= −

−
.                                    (29.20) 

В цилиндре со свободными торцами (рис. 29.5) 
0zσ = . 

Сжимающие напряжения в цилиндре с днищами (рис. 29.6) 
2

2 2z â
âp

â a
σ = −

−
                                     (29.21) 

дают ординату асимтоты эпюр напряжений (29.19). Эпюры напряжений 
(29.19, 29.21) представлены на рисунке 29.8. 

Эквивалентное напряжение по Треска – Сен – Венану (16.6) 
1 3ýêâσ σ σ= − . 

В случае цилиндров на рисунках 29.5, 29.6 главные напряжения 1 ϕσ σ= , 

3 rσ σ=  (рис. 29.7) или 1 rσ σ= , 3 ϕσ σ=  (рис. 29.8), эквивалентное напря-
жение изображается ординатой, заключенной между кривыми эпюр ϕσ  
и rσ . Наибольшая из таких ординат имеет место в точках у внутренней 
поверхности цилиндров, т. е. наибольшее эквивалентное напряжение на 
рисунке 29.7 

( )
2 2 2

2 2 2 2

2max ýêâ a a a
â a âp p p
â a â a

σ +
= − − =

− −
,                   (29.22) 

наибольшее эквивалентное напряжение на рисунке 29.8 
2 2

2 2 2 2

2 2max 0ýêâ â â
â âp p

â a â a
σ

 
= − − = − − 

.                     (29.23) 
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29.1 Цилиндр со свободными торцами (рис. 29.5) нагружен из-
нутри. Цилиндр с днищами (рис. 29.6) нагружен снаружи. Давления од-
наковы. Размеры цилиндров одинаковы. Прочность какого из них вы-
ше? 

Тестирование 

 
Варианты ответа 

 
1. Цилиндр со свободными торцами (рис. 29.5) прочнее. 
2. Цилиндр с днищами (рис. 29.6) прочнее. 
3. Цилиндры равнопрочны. 
 
29.2 Упругий цилиндр посажен (рис. 29.9) без зазора на круглый 

стержень, который можно считать абсолютно жестким. Какой из вари-
антов краевых условий правильный? 

1. ( )r r â pσ = = ,   ( ) 0u r a= = , 
 

2. ( )r r â pσ = = − , ( ) 0
u r a

a
=

= , 

 

3. ( ) ( ) ( )1
2

u r â pdu r â
â dr G

µ
µ

′= −
′+ = = − , ( ) 0u r a= =  

 
 
 

 
 

Рисунок 29.9 – Цилиндр, сжатый снаружи 
 
 

Варианты ответа 
 

1. Вариант 3.      2. Вариант 2.       3. Вариант 1. 
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Комментарии 

29.1 При равных давлениях a âp p p= =  эквивалентные напряже-
ния (29.22, 29.23) одинаковы. Верен ответ 3. 

 
29.2 Верен ответ 2. Действительно, цилиндр сжат наружным 

давлением р, т. е. радиальное напряжение ( )r r â pσ = = − ; перемещения 
точек внутренней поверхности цилиндра – втулки, соприкасающийся с 
поверхностью абсолютно твердого стержня, равны нулю, или окружное 
удлинение (удлинение неизменяемой окружности – границы радиуса а) 

/u a  равно нулю. 
В первом из условий варианта 3 фигурируют – см. рисунок 29.10 

– окружные напряжения (29.7) 
 

2
1

G u du
r drϕσ µ

µ
 ′= + ′−  

, 

 
величина которых не задана на наружной поверхности втулки (задано 
радиальное напряжение!). 

В первом из условий варианта 1 задано (на наружной поверхно-
сти) растягивающее (рис. 29.11) радиальное напряжение р, тогда как 
втулка сжата (рис. 29.10). 

Ответы 1 и 3 не верны. 
 
 

                          
 
 

Рисунок 29.10 – Окружные                Рисунок 29.11 – Растягивающие 
напряжения на наружной                    напряжения на наружной 

поверхности втулки не заданы          поверхности втулки – не давление 
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30 Составные цилиндры 
Пусть толстостенный цилиндр (рис. 29.5, 29.6) нагружен только 

внутренним давлением ра

2

22

2 2 2

2 2

1

1 1

à
aâp

à à r
â â

ϕσ

 
 

= + 
 − − 
 

 = р. Напряжения в нем определяются по фор-
мулам (29.15, 29.17). По мере увеличения толщины цилиндра (радиуса 
в) напряжения (29.15) 

 

снижаются, стремясь к пределу 
2

2

ap
rϕσ = , 

радиальные напряжения: 
2

2r
ap
r

σ = − ; 

напряжения (29.17) 
2

2

2

2

0
1

z

à
âp

à
â

σ = →
−

. 

Соответствующие эпюры представлены на рисунке 30.1. Ввиду соотно-
шения 

1 3rϕσ σ σ σ= = − = −  
напряженное состояние области, окружающей отверстие, – чистый 
сдвиг. Наиболее опасны точки у внутренней поверхности. Эквивалент-
ные напряжения (29.22) в них 

2

2

2max 2
1

ýêâ p p
a
â

σ = →
−

.                               (30.1) 

Беспредельное утолщение цилиндра не приводит к столь же беспре-
дельному росту прочности. 

Цилиндр можно упрочнить, образуя его из двух цилиндров (рис. 
30.2), сопрягаемых с натягом Δ. Натяг достигается, если внутренний ра-
диус большего из цилиндров сделать меньше наружного радиуса мень-
шего из цилиндров на величину Δ. Если больший из цилиндров нагреть, 
меньший из них легко вставляется в него. При остывании на поверхно-
сти сопряжения цилиндров радиуса с возникает контактное давление рк, 
сжимающее снаружи меньший из цилиндров и нагружающее изнутри 
больший из них. Используем формулы (29.15) и (29.19) и построим 
эпюры напряжений в сопряженных цилиндрах (рис. 30.3). Остается най-
ти контактное давление рк

При посадке (сопряжении) большего из цилиндров на меньший, 
радиальное перемещение точек внутренней поверхности первого боль-
ше перемещений наружной поверхности второго, т. е. 

 (при заданном натяге Δ). 
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Рисунок 30.1 – Чистый сдвиг в цилиндре бесконечно большой толщины 
 
 

 
 

Рисунок 30.2 – Цилиндры, сопрягаемые с натягом 
 
 

 
 
 

Рисунок 30.3 – Напряжения в цилиндрах, сопряженных с натягом 
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Рисунок 30.4 – Напряжения в сплошном цилиндре 
 
 
 

 
 

Рисунок 30.5 – Напряжения в составном цилиндре 
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1 2u u− = ∆ .                                          (30.2) 
Перемещения в уравнении (30.2) – перемещения в цилиндрах с откры-
тыми торцами, тогда как перемещения (29.9) – перемещения в цилиндре 
с защемленными торцами. Требуемые перемещения найдем, если нало-
жим на перемещение (29.9) перемещения при напряжениях – zσ , где на-
пряжения zσ  даются формулой (29.12). Относительная радиальная де-
формация 

( )r z z
du
dr E E

µ µε σ σ= = − − = , 

перемещения 

zu r
E
µ σ= ; 

искомые перемещения (в цилиндре с открытыми торцами) 
2

1 z
Cu C r r
r E

µ σ= + + .                                     (30.3) 

Используя формулы (30.3), (29.10), (29.14) и (29.16), найдем пе-
ремещения u1

2
2

1 1 2 22 ê
C cu C c p c
c E â c

µ µ
′

′= + +
−

: 

,                            (30.4) 

где постоянные интегрирования 

1
1 1

2 1
C D

G
µ
µ
′−′ ′=
′+

,       2
1

2
C B

G
′ ′= ; 

2

2 2ê
cD p

â c
′ =

−
,     

2 2

2 2ê
c âB p

â c
′ =

−
. 

Опять же используя формулы (30.3), (29.10) и формулы (29.18), 
найдем 

2
2

2 1 2 22 ê
C cu C c p c
c E c a

µ µ
′′

′′= + −
−

,                           (30.5) 

где постоянные 

1
1 1

2 1
C D

G
µ
µ
′−′′ ′′=
′+

,       2
1

2
C B

G
′′ ′′= ; 

2

2 2ê
cD p

c a
′′ = −

−
,     

2 2

2 2ê
a cB p

c a
′′ = −

−
. 

Подставим перемещения (30.4, 30.5) в уравнение (30.2): 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 2
2 1 2

1 1 1 1 2 ,
2 1 2

ê ê ê

ê ê ê

c c â cp c p p c
G â c G â c c E â c

c a c cp c p p c
G c a G c a c E c a

µ µ µ
µ
µ µ µ
µ

′−
+ + +

′+ − − −

′−
+ + + = ∆

′+ − − −

 

откуда контактное давление 
( )( )2 2 2 2

3 2 22ê

â c c aEp
c â a

− −∆
= ⋅

−
.                                (30.6) 

На рисунке 30.4 представлены напряжения (рис. 29.7) в сплош-
ном цилиндре, нагруженном внутренним давлением ра = р. Наложим на 
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них напряжения, показанные на рисунке 30.3, – возникающие под дей-
ствием контактного давления (30.6). Получим напряжения в составном 
цилиндре (рис. 30.5). Эквивалентное напряжение в опасной точке А 
меньшего из цилиндров 

1 3ýêâA A A A rAϕσ σ σ σ σ= − = − ,                               (30.7) 
где окружное и радиальное напряжения получаются суммированием 
напряжений, представленных на рисунках 30.4 и 30.3: 

2 2 2

2 2 2 2

2
êA

â a cp p
â a c aϕσ
+

= −
− −

, 

0rA pσ = − + ; 
эквивалентное напряжение в опасной точке В большего из цилиндров 

ýêâÂ Â rBϕσ σ σ= − ,                                      (30.8) 
где 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2B ê
a â c â cp p
c â a â cϕσ

+ +
= +

− −
, 

2 2 2

2 2 2rB ê
a â cp p
c â a

σ −
= − −

−
. 

Потребуем равнопрочности сопрягаемых цилиндров: 
ýêâA ýêâÂσ σ=  

– получится уравнение, откуда найдется требуемое для равнопрочности 
контактное давление (30.6) рк (и требуемый натяг Δ), соответствующее 
заданному давлению р. Подставляя найденное давление рк

2

2 22 2

2 2 2 2

2 11ýêâ
âp

â câ a
â c c a

σ

 
 

= − 
−  + − − 

 в любую из 
формул (30.7, 30.8), найдем эквивалентное напряжение – одно и то же в 
равноопасных точках А и В: 

.                           (30.9) 

Найдем радиус с, доставляющий минимум функции (30.9): 
c aâ= ,                                          (30.10) 

минимум функции (30.9) 
min ýêâ

âp
â a

σ =
−

                                   (30.11) 

меньше эквивалентного напряжения в сплошном цилиндре (29.22) 
2

2 2

2
ýêâ

âp
â a

σ =
−

,                                     (30.12) 

отношение напряжения (30.11) к напряжению (30.12) 
min

2
ýêâ

ýêâ

â a
â

σ
σ

+
= . 

Соотношения (30.10, 30.11) носят название условий Гадолина 
[2]. Посадка цилиндров по Гадолину даст почти двукратное (при срав-
нительно малом радиусе а) снижение эквивалентного напряжения. В 
случае тонкостенных цилиндров (цилиндрических оболочек) радиусы 
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â a≈ , 
отношение эквивалентных напряжений 

min 1ýêâ

ýêâ

σ
σ

≈  

– посадка цилиндров не даст эффекта. 

30.1 Упругая втулка посажена (рис. 30.6) с натягом на упругий 
вал. Каково напряженное состояние вала, нагруженного контактным 
давлением р

Тестирование 

к? 

 
Рисунок 30.6 – Посадка втулки на вал 

Варианты ответа 

1. 
1

2

3

,
,

0.

ê

ê

p
p

σ
σ
σ

= −
= −
=

         2. 
1

2

3

,
0,

.

ê

ê

p

p

σ
σ
σ

=
=
= −

          3. 
1

2

3

0,
,
.

ê

ê

p
p

σ
σ
σ

=
= −
= −

 

30.2 Втулка посажена на вал с зазором Δ ( a∆  ) (рис. 30.7) и 
подвергнута наружному давлению р. Каким краевым условиям нужно 
подчинить втулку, чтобы ответить на вопрос о возможном (или невоз-
можном) контактном давлении рк? 

 
Рисунок 30.7 – Вал вставлен во втулку с зазором 

Варианты ответа 

1. ( )
( )

,

0.
r

r

r â p

r a

σ

σ

= = −

= =
      2. ( )

( )
,

.
r r â p

u r a

σ = = −

= = −∆
       3. ( )

( )
,

.
r

r ê

r â p

r a p

σ

σ

= = −

= = −
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30.1 Из формул (29.10) 
Комментарии 

2r
BD
rϕ

σ =   

следует: при 0B ≠  и 0r →  напряжения rσ  и ϕσ  неограниченно растут. 
Требуя ограниченности напряжений, находим: константа 

0B = , 
и напряжения 

r D constϕσ σ= = = , 
но на границе r êpσ = − , следовательно, r êpϕσ σ= = −  во всем объеме вала. 

Осевой нагрузки нет, напряжения 0zσ = , и 1 0σ = , 2 3 êpσ σ= = − . 
Верен ответ 3. В ответе 1 главные напряжения пронумерованы в 

порядке возрастания, тогда как их следует нумеровать в порядке убыва-
ния ( 1σ  – наибольшее напяжение, 3σ  – наименьшее). В ответе 2 

1 > 0êpσ = , тогда как при сжатии вала давлением рк

Напряженное состояние вала показано на рисунке 

 все напряжения 
сжимающие. 

 

 
 

30.2 Верен ответ 1. Найдя из краевых условий, приведенных в 
варианте 1, произвольные постоянные интегрирования в перемещениях 
(30.5) (с заменой рк на р, с на в), найдем перемещения (30.5) (с заменой 
с на а) на внутренней поверхности втулки. Если они не превысят зазор 
Δ, контактного давления не будет, если же они окажутся больше Δ, да в-
ление рк

В ответе 2 перемещения точек внутренней поверхности положе-
ны равными зазору. Однако задавать перемещения при заданном давле-
нии (

 возникнет. 

0ap = ) нельзя. И наоборот, нельзя задавать давление при заданном 
перемещении. Наконец, в ответе 3 использована неизвестная величина 
контактного давления – она не может быть задана, она – результат ре-
шения задачи в целом. 
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