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ИССЛЕДОВАНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СТРУКТУР НА
МНОГООБРАЗИЯХ

Объектом исследования являются алгебраические структуры на многообразиях, 
возникающие в проблеме классификации многообразий методами теории 
перестроек и алгебраической топологии.

Цель работы — изучить алгебраические свойства групп препятствий и 
структурных множеств и исследовать их связь с геометрическими свойствами 
многообразия с подмногообразиями.

В процессе работы проводились исследования алгебраических свойств групп 
препятствий и структурных множеств и их связей с геометрическими 
свойствами многообразия с подмногообразиями.

В результате исследования получены новые фундаментальные результаты 
мирового уровня об алгебраических структурах на многообразиях, 
базирующиеся на глубоких связях между алгебраическими и
геометрическими свойствами многообразия с системой подмногообразий.

Полученные результаты применимы в геометрической топологии, алгебраической 
К-теории, функциональном анализе, теории стратифицированных пространств, 
математической физике и физических и химических приложениях теории 
многообразий.
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В в е д е н и е

Рассмотрим n-мерное связное замкнутое топологическое многобразие X й с 
фундаментальной группой 7Г =  тгх(Х) и  гомоморфизмом ориентации гг? : 7Г —>- 
{± 1 }. Основной вопрос геометрической топологии состоит в описании всех 
возможных замкнутых (гладких, кусочно-линейных) топологических много­
образий, которые (просто) гомотопически эквивалентны X . Эта проблема 
восходит к классической Гипотезе Пуанкаре ’’Гомеоморфна ли гомотопиче­
ская 3-х мерная сфера стандартной.”

Для решения этого вопроса о классификации многообразий вводится в рас­
смотрение структурное множество классов эквивалентности (простых) гомо­
топических эквивалентностей h : М  X , сохраняющих ориентацию, где М  
замкнутое связное n-многообразие соответствующей категории (О, PL, ТОР).

Две простых гомотопических эквивалентности / г : Мг —>■ Х{г — 0,1) экви­
валентны, если существует сохраняющий ориентацию гомеоморфизм много­
образий д : Мо —У M i, для которого fig  гомотопно /о- Множество классов 
эквивалентности обозначается 5®(Х) и входит в точную последовательность 
теории перестроек

 > [YX,G/TOP] " 4 1 Ln+1(ir,w) -)> SZ(X) [X ,G /TO P] ^  Ln(tt,w).

Аналогичная точная последовательность имеет место и для случая гладких 
или кусочно-линейных структур на многообразии X . Группы препятствий 
к перестройкам Ln(ir,w) функториально зависят от пары (n,w) и размерно­
сти многообразия тг mod 4. Отображение а задает препятствие к перестройке 
нормального отображения до простой гомотопической эквивалентности.

Таким образом для описания структурного множества <S®(X) необходимо 
знать множество нормальных инвариантов, группы препятствий к перестрой­
кам Ln(TT,w) =  (7г, iw) и отображение а (ассембли отображение). Исследова­
ние ассембли отображения связанно с гипотезой Новикова о высших сигнату­
рах, с вопросом о реализации элементов L-групп нормальными отображени­
ями замкнутых многообразий и рядом других классических проблем теории 
перестроек.

Пусть в многообразии X  задано подмногообразие Y  С X  коразмерности 
q. Тогда точная последовательность теории перестроек может быть включена 
в различные коммутативные диаграммы точных последовательностей. Полу­
ченные связи дают много дополнительной информации и весьма полезны как 
с алгебраической так и с геометрической точки зрения, так как большинство 
объектов и отображений имеют явное геометрическое описание. Основное 
место в этом рассмотрении занимает проблема расщепления простой гомото­
пической эквивалентности /  : М  —У X  вдоль подмногообразия Y.

По определению, простая гомотопическая эквивалентность /  : М  —У X  рас­
щепляется вдоль подмногообразия Y, если отображение /  гомотопно транс- 
версальному к Y  отображению д с N  =  g~1(Y), такому что отображения

g\N : N ^ Y ,  g\(M\N) : М  \ N  -Т X \У
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являются простыми гомотопическими эквивалентностями.
Обозначим через 8U границу трубчатой окрестности U подмногообразия 

У в многообразии X  и через

А - ■> С
1

В - -> D

квадрат фундаментальных групп с ориентацией, в котором все отображе­
ния индуцированы естественными отображениями многообразий. Квадрат 
F  является универсально-отталкивающим квадратом групп по теореме Ван- 
Кампена. Для простой гомотопической эквивалентности /  : М  —> X  опреде­
лено препятствие © (/)  G LSn- q(F), которое равно нулю, если отображение /  
расщепляется вдоль У, и обратно, если 0 ( / )  =  0 и гг — q > Ь, то /  расщепляется 
вдоль Y.

Если горизонтальные отображения в квадрате F  являются изоморфизмами 
А =  С, D =  D, то группы LS*(F) обозначаются через LN*(A В). В случае 
односторонних подмногообразий (коразмерность q — 1) группы LN*(A —> В) 
называются группами Браудера-Ливси и применяются во многих задачах гео­
метрической топологии. Для нормального отображения ( f , b ) : M —> X  опреде­
лены также группы препятствий LPn- q(F ) к перестройкам пары многообра­
зий (М. N) до получения простой гомотопической эквивалентности пар.

Глубокие связи между различными алгебраическими объектами, возника­
ющими при классификации геометрических структур на паре многообразий, 
можно получить используя алгебраические походы, базирующиеся на исполь­
зовании спектров в теории перестроек.

Спектр Е  состоит из семейства клеточных пространств (Еп,* ),п  Z, за­
данных вместе с семейством клеточных отображений (еп : SEn —»• Еп+\), где 
SEn обозначает надстройку пространства Еп.

Кэппел и Шейнсон в конце 70-х годов прошлого века поставили вопрос о су­
ществовании спектральной последовательности, связанной с задачей расщеп­
ления простой гомотопической эквивалентности вдоль одностороннего под­
многообразия и теорией перестроек. Такая спектральная последовательность 
была построена Хэмблтоном и Харшиладзе. Эта спектральная последова­
тельность является естественным алгебраическим объектом, тесно связанным 
с инвариантами Браудера-Ливси и вопросом о реализации элементов групп 
Уолла нормальными отображениями замкнутых многообразий.

Рассмотрим одностороннее подмногообразие X  в (п+1)-мерном многообра­
зии У, для которого вложение X  С У индуцирует изоморфизм фундаменталь­
ных групп. Группа Браудера-Ливси LNn (я —> G, w) задает группу препят­
ствий к расщеплению простой гомотопической эквивалентности /  : М  —» У 
вдоль подмногообразия X . Харшиладзе и Хэмблтоном была построена спек­
тральная последовательность с первым членом

E {'q =  LNq^2p. 2(n -> =  LNq+2(n -> G)

и первым дифференциалом, совпадающим с композицией r£-1 о£г*. Высшие 
дифференциалы этой спектральной последовательности записываются в виде 
i't~l оГ к о£г* и совпадают с итерированными инвариантами Браудера-Ливси.
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