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1 ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИЙ 
 
 
1.1 Предел функции 
 
 
Пусть функция y = f(x) определена в некоторой окрестности точки x0, 

кроме, может быть, самой точки x0.  
Число a называется пределом функции y = f(x) в точке x0 или при x 

стремящемся к x0 )( 0xx → , если для любого сколь угодно малого 
положительного числа ε  найдется такое положительное число δ , зависящее 
от выбора ε , что для всех x, принадлежащих проколотой δ -окрестности точки 
x0, все значения функции будут попадать в ε -окрестность точки a. 

Используя логические символы, данное определение можно записать 
следующим образом: 

.|)(|||0:0)()(lim 0
0

εδεδε <−⇒<−<∀>∃∀⇔=
→

axfxxxaxf
xx

 

Функция y = f(x) называется бесконечно большой при 0xx → , если  
∞=

→
)(lim

0
xf

xx
. 

Функция y = f(x) называется бесконечно малой при 0xx → , если  
0)(lim

0
=

→
xf

xx
. 

Теорема 1. Если y = f(x) – бесконечно малая функция при 0xx →  
( ),0)( ≠xf  то 1/f(x) – бесконечно большая функция при 0xx →  и наоборот:  

.0
)(

1lim)(lim,
)(

1lim0)(lim
0000

=⇒∞=∞=⇒=
→→→→ xf

xf
xf

xf
xxxxxxxx

 

Практическое вычисление пределов основывается на следующей теореме. 
Теорема 2. Если функции f(x) и g(x) имеют пределы в точке 0x , то есть 

)(lim
0

xf
xx→

∃  и )(lim
0

xg
xx→

∃ , то 

1) );(lim))((lim
00

xfCxfC
xxxx →→

⋅=⋅  

2) );(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx →→→

±=±  

3) );(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx →→→

⋅=⋅  

4) ;
)(lim

)(lim
0)(lim

)(
)(lim

0

0

00 xg

xf
xg

xg
xf

xx

xx

xxxx
→

→

→→
=



 ≠=  

5) ( ) ;,)(lim)(lim
00

Nnxfxf
n

xx

n

xx
∈






=

→→
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6) .))(lim())((lim
)(lim

)( 0

00

xg

xx
xg

xx
xxxfxf →

→→
=  

В теореме 2 пункты 2) и 3) верны для любого конечного числа слагаемых 
и сомножителей. 

Воспользовавшись теоремами 2, 1 и свойствами бесконечно малых и 
бесконечно больших функций, можно записать следующие равенства: 

1) ;00 =⋅С  2) );0(
0

≠∞= CC  3) ;0 СС =±  4) );0(00
≠= C

C
 

5) ;0=
∞
C

 6) );0( ≠∞=
∞ C
C

 7) ;∞=∞±С  8) ;∞=∞+∞  

9) ;0 ∞=n  10) );0(, ≠∞=∞⋅ CC  11) ,∞=∞n   
где C  – const, 𝑛 − натуральное конечное число, а символы 0 и ∞  следует 
понимать как неограниченно близкое приближение к нулю и удаление в 
бесконечность соответственно. 

При нахождении предела  

)(
)(lim

0 xg
xf

xx→
, 

когда f(x) и g(x) – бесконечно малые функции (бесконечно большие функции) 
при 0xx →  принято говорить, что отношение f(x)/g(x) при 0xx →  представляет 
собой неопределенность вида )(00 ∞∞ . Аналогично вводятся 
неопределенности вида  

,,0,1,0, 00 ∞∞⋅∞−∞ ∞  
которые встречаются при нахождении соответственно пределов 

( ) .))((lim)),()((lim,)()(lim )(

000

xg
xxxxxx

xfxgxfxgxf
→→→

⋅−  

Отыскание предела в таких случаях называют раскрытием 
неопределенностей. 

Кроме того, будем пользоваться тем фактом, что для всех основных 
элементарных функций в любой точке их области определения имеет место 
равенство  

),(lim)(lim 0
00

xfxfxf
xxxx

=





=

→→
 

которое можно понимать так: вычисление любого предела нужно начинать с 
непосредственной подстановки предельного значения, и, если нет 
неопределенностей, то записать ответ.  

При нахождении некоторых пределов полезно иметь в виду следующие 
свойства показательной функции:  







>∞+
<<

=
+∞→ ,1,

,10,0
lim

a
a

ax
x

, 






>
<<∞+

=
−∞→ .1,0

,10,
lim

a
a

ax
x

 

Пример 1. Найти пределы функций: 
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a) ;
46
37lim 2

2

++
−+

∞→ xx
xx

x
 б) ;

1327
234lim 236

45

−−+
+−+

∞→ xxx
xxx

x
 

в) ;
94
52lim 2

23

++
−−

∞→ xx
xx

x
 г) .

27

5lim
4 3

2

xxx

xx
x −+

++
+∞→

 

Решение. Непосредственная подстановка в исходные выражения 
предельного значения аргумента приводит во всех случаях к неопределенности 
вида ∞∞ , для раскрытия которой разделим числитель и знаменатель дроби на 
x в старшей степени. 

а) =
++

−+
=

++

−+
=




∞
∞

=
++

−+
∞→∞→∞→

2

2

222

2

222

2

:

2

2

416

371
lim

46

37

lim
46
37lim

2

xx

xx

xx
x

x
x

xx
x

x
x

xx
xx

xx

x

x
 

;
6
1

006
001

416

371
=

++
−+

=

∞
+

∞
+

∞
−

∞
+

=  

б) =
−−+

+−+
=




∞
∞

=
−−+

+−+
∞→∞→

66

2

6

3

6

6

666

4

6

5

:

236

45

1327

234

lim
1327

234lim
6

xx
x

x
x

x
x

xx
x

x
x

x
x

xxx
xxx

x

x

x
 

;0
7
0

0007
0000

1327

2134

1327

2134

lim

643

652
==

−−+
+−+

=

∞
−

∞
−

∞
+

∞
+

∞
−

∞
+

∞=
−−+

+−+
=

∞→

xxx

xxxx
x

 

в) =
++

−−
=

++

−−
=




∞
∞

=
++

−−
∞→∞→∞→

32

3

333

2

33

2

3

3

:

2

23

941

512
lim

94

52

lim
94
52lim

3

xxx

xx

xx
x

x
x

xx
x

x
x

xx
xx

xx

x

x
 

;
0
2

000
002

941

512
∞==

++
−−

=

∞
+

∞
+

∞

∞
−

∞
−

=  

г) =

−
+

+
+

=

−
+

+
+

=




∞
∞

=
−+

++
+∞→+∞→+∞→

27

15

lim
27

5

lim
27

5lim

4 4

4 3

2

2

4 3

2

:

4 3

2

x

xx

xx

x

x
x

x
xx

x
x

x
x

xxx

xx
xx

x

x
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=
−

∞
+

∞

∞
+

∞
+

=
−+

++
=

−+

++
=

−
+

+
+

=
+∞→+∞→+∞→

271

151

271

151
lim

27

15

lim

27

15

lim
44

3

2

4
44

3

22

2

4
4

3

2

2

xx

xx

x
x

x
x

xxx
x

x
xx

xx
x

xxx

 .
2
1

2
1

200
001

4 −=
−

=
−+
++

=  

Пример 2. Найти пределы функций: 

a) ;
1

32lim 3

2

1 −
−+

→ x
xx

x
 б) ;

4
25lim 3

23

2 xx
xxx

x −
+−−

−→
 в) ;

25
132lim

2

1 −+
++

−→ x
xx

x
 г) .

253
323lim

3 −−
+−

→ x
x

x
 

Решение. Непосредственная подстановка в данные выражения 
предельных значений аргумента приводит во всех случаях к неопределенности 
вида 0/0 , для раскрытия которой надо в числителе и знаменателе получить 
множитель )( 0xx − , где 0x  – предельное значение, чтобы впоследствии этот 
множитель сократить. 

а) В числителе и знаменателе надо получить множитель )1( −x . Чтобы 
получить этот множитель в числителе, можно, например, воспользоваться 
формулой:  

))(( 21
2 xxxxacbxax −−=++ , 

где 1x  и 2x  – корни квадратного уравнения 02 =++ cbxax .  
Имеем: ⇒=−=⇒==−+ 1,316,032 21

2 xxDxx )1)(3(322 −+=−+ xxxx  
В знаменателе воспользуемся формулой сокращенного умножения: 

))(( 2233 babababa ++−=− . 
Тогда: )1)(1(1 23 ++−=− xxxx . 
Таким образом, получим: 

3
4

1
3lim

)1)(1(
)1)(3(lim

0
0

1
32lim 21213

2

1
=

++
+

=
++−

−+
=



=

−
−+

→→→ xx
x

xxx
xx

x
xx

xxx
; 

б) В числителе и знаменателе надо получить множитель )2( +x .  
Многочлен в числителе 2523 +−− xxx  при 2x = −  обращается в нуль, 

следовательно, делится без остатка на )2( +x . Тогда:  
)13)(2(25 223 +−+=+−− xxxxxx . 

В последнем равенстве множитель )13( 2 +− xx  получен делением 
многочлена )25( 23 +−− xxx  на ( 2)x +  «уголком». 

В знаменателе вынесем общий множитель x  за скобку, затем к 
выражению в скобке применим формулу сокращенного умножения 

))((22 bababa +−=− . 
Тогда: )2)(2()4(4 23 +−=−=− xxxxxxx . 
Таким образом, получим: 
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8
11

)2(
13lim

)2)(2(
)13)(2(lim

0
0

4
25lim

2

2

2

23

23

2
=

−
+−

=
+−
+−+

=



=

−
+−−

−→−→−→ xx
xx

xxx
xxx

xx
xxx

xxx
; 

в) В числителе и знаменателе надо получить множитель ( 1)x + . Для этого 
умножим числитель, а, значит, и знаменатель (для сохранения знака равенства) 
на выражение, сопряженное к знаменателю, то есть на 25 ++x .  

В числителе же многочлен 132 2 ++ xx  при 1−=x  обращается в нуль, 
следовательно, делится без остатка на 1+x . Тогда  

)12)(1(132 2 ++=++ xxxx . 
Получим: 

=
++−+
++++

=



=

−+
++

−→−→ )25)(25(
)25)(12)(1(lim

0
0

25
132lim

1

2

1 xx
xxx

x
xx

xx
 

=
−+

++++
=

−+
++++

=
−→−→ 45

)25)(12)(1(lim
4)5(

)25)(12)(1(lim
121 x

xxx
x

xxx
xx

 

4)25)(12(lim
1

)25)(12)(1(lim
11

−=+++=
+

++++
=

−→−→
xx

x
xxx

xx
; 

г) В числителе и знаменателе надо получить множитель )3( −x . Для 
этого умножим числитель и знаменатель на выражения, к ним сопряженные.  

=
+++−−−

+−+++−
=



=

−−
+−

→→ )323)(253)(253(
)253)(323()323(

lim
0
0

253
323lim

33 xxx
xxx

x
x

xx
 

( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( )( ) =++−−

+−−−
=

++




 −−

+−




 +−

=
→→ 323453

253329lim
323453

253329
lim

32

2

3 xx
xx

xx

xx

xx
 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )
( ) =

++
+−−

=
++−
+−−−

=
++−
+−−

=
→→→ 3233

2532lim
32333
25332lim

32393
25326lim

333 x
x

xx
xx

xx
xx

xxx

.
9
4

18
8

−=
−

=  

Пример 3. Найти пределы функций: 

a) ;
72
3lim

15 +

+∞→








−
+ x

x x
x  б) .

54
16lim

73 x

x x
x −

−∞→








+
−

 

Решение. Воспользуемся пунктом 6) теоремы 2 и свойствами 
показательной функции. 

a) =
















−

+
=

















−

+
=




















∞+
∞+

=







−
+

+

+∞→

+

+∞→

∞++

+∞→

1515
15

72

31
lim72

3

lim
72
3lim

x

x

x

x

x

x

x

x

xx
x

xx
x

x
x  
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;0
2
1

02
01

72

31
=






=








−
+

=
















∞+
−

∞+
+

=
∞+∞+

+∞

 

б) =
















+

−
=

















+

−
=




















∞−
∞−

=







+
−

−

−∞→

−

−∞→

∞+−

−∞→

x

x

x

x

x

x

x

x

xx
x

xx
x

x
x

7373
73

54

16
lim54

16

lim
54
16lim  

.
2
3

4
6

04
06

54

16
+∞=






=






=








+
−

=
















∞−
+

∞−
−

=
∞+∞+∞+

+∞

 

Задания для решения на практическом занятии 
В задачах 1–15 найти указанные пределы. 

1. 
47

125lim 23

23

++
−++

∞→ xx
xxx

x
. 2. 

136
237lim 34

2

−−+
+−

∞→ xxx
xx

x
. 3. 

459
32lim 3

45

−−
+−+

∞→ xx
xxx

x
. 

4. 
245

8152lim 2

2

8 −+
−+

−→ xx
xx

x
. 5. 

64
496lim 3

23

4 −
−+−

→ x
xxx

x
. 6. 

622
910lim

2

1 +−
++

−→ x
xx

x
. 

7. 
123
462lim

5 −−
−+

→ x
x

x
. 8. 

15

42
23lim

+

+∞→








+
− x

x x
x  9. 

x

x x
x 25

28
17lim

−

−∞→








−
− . 

10. 
3 23 58

13lim
−+

−
∞→ xx

x
x

. 11. 
27

)3()12(lim 56

24

++
+−

∞→ xx
xx

x
. 12. 

19

13lim
2

4 2

−

−+
+∞→ x

x
x

. 

13. 
3

6lim 3 +
−

+∞→ x
xx

x
. 14. 

4
8lim 364 −

−
→ x

x
x

. 15. 
1

lim
2

1 −
−

→ x
xx

x
. 

Задания для самостоятельного решения 
1. Найти пределы. 

1.1 а) ;
823
25lim 4

24

−+
+−

∞→ xx
xx

x
 б) ;

123
23lim 2

2

1 −−
+−

→ xx
xx

x
 в) ;

9
952lim 3

23

3 xx
xx

x −
−−

→
 

г) ;
6

398lim 30 xx
x

x +
−+

→
 д) ;

26
523lim

2 −+
+−+

−→ x
xx

x
 е) .

18
7lim

37 x

x x
x −

+∞→








−
+  

1.2 а) ;
43
728lim 23

2

++
−+

∞→ xx
xx

x
 б) ;

232
274lim 2

2

2 −+
−+

−→ xx
xx

x
 в) ;

5
1573lim 2

23

5 xx
xxx

x −
−−−

→
 

г) ;
35
45lim

2

4 −+
+−

→ x
xx

x
 д) ;

55
416lim

0 xx
x

x −−+
−+

→
 е) .

35
29lim

12 +

−∞→








+
− x

x x
x  
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1.3 а) ;
1038
39lim 3

24

++
−−

∞→ xx
xx

x
 б) ;

145
1lim 2

2

1 −+
−

−→ xx
x

x
 в) ;

8
2543lim 3

23

2 −
+−−

→ x
xxx

x
 

г) ;
102

29lim 25 xx
x

x −
−−

→
 д) ;

614
312lim

4 +−−
−+

→ xx
x

x
 е) .

32
56lim

74 +

+∞→








+
− x

x x
x  

1.4 а) ;
56

2lim 3

23

+−
++

∞→ xx
xxx

x
 б) ;

12
472lim 2

2

4 −+
−+

−→ xx
xx

x
 в) ;

27
31032lim 3

23

3 −
+−−

→ x
xxx

x
 

г) ;
23
132lim

2

1 −+
+−

→ x
xx

x
 д) ;

543
422lim

7 −+
−+

→ x
x

x
 е) .

14
35lim

21 x

x x
x −

−∞→








−
−  

1.5 а) ;
7

954lim 45

23

xxx
xx

x +−
++

∞→
 б) ;

7223
7132lim 2

2

7 ++
−+

−→ xx
xx

x
 в) ;

8
2117lim 4

23

2 xx
xxx

x −
−+−

→
 

г) ;
32
332lim 23 −−

−+
→ xx

x
x

 д) ;
21

144lim
5 −−

−−+
→ x

xx
x

 е) .
57
110lim

4 x

x x
x −

+∞→








−
+  

1.6 а) .
738

2lim
3

24

++

+−
∞→ xx

xxx
x

 б) ;
86
472lim 2

2

4 ++
−+

−→ xx
xx

x
 в) ;

9
6552lim 2

23

3 −
+−−

→ x
xxx

x
 

г) ;
5259

38lim
2

0 −+
−

→ x
xx

x
 д) ;

25
232lim

1 −+
+−+

−→ x
xx

x
 е) .

85
6lim

14 +

−∞→








+
− x

x x
x  

1.7 а) ;
427
34lim 35

25

++
−+

∞→ xx
xx

x
 б) ;

4
4195lim 2

2

4 xx
xx

x −
−−

→
 в) ;

1
42lim

3

23

1 +

++−
−→ x

xxx
x

 

г) ;
103
16lim 25 −−

−−
→ xx

x
x

 д) ;
21

2145lim
3 −+

−−−
→ x

xx
x

 е) .
14
27lim

32 x

x x
x −

+∞→








+
+  

1.8 а) ;
6

432lim 59

27

xxx
xx

x ++
−+

∞→
 б) ;

34
167lim 2

2

1 +−
−−

→ xx
xx

x
 в) ;

8
653lim 3

23

2 +
+++

−→ x
xxx

x
 

г) ;
4102
32910lim

2

3 −+
−−

→ x
xx

x
 д) ;

997
243lim

0 +−+
−+

→ xx
x

x
 е) .

98
4lim

75 −

−∞→








+
− x

x x
x  

1.9 а) ;
79
1lim 24

45

−+
++−

∞→ xx
xxx

x
 б) ;

20
1572lim 2

2

5 −−
−−

→ xx
xx

x
 в) ;

36
675lim 3

23

6 xx
xxx

x −
+−−

→
 

г) ;
381
134lim

2

1 −−
−+

−→ x
xx

x
 д) ;

752
13lim

2 +−+
−−

→ xx
x

x
 е) .

25
32lim

76 +

+∞→








−
+ x

x x
x  

1.10 а) ;
29

58lim 24

34

−+
−+

∞→ xx
xxx

x
 б) ;

7203
78lim 2

2

7 −−
+−

→ xx
xx

x
 в) ;

8
674lim 4

23

2 xx
xxx

x −
−+−

→
 

г) ;
1

372lim 21 −
−+

→ x
x

x
 д) ;

264
16lim

5 x
x

x −−
−+

−→
 е) .

9
25lim

8−

−∞→








+
+ x

x x
x  
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1.2 Первый и второй замечательные пределы 
 
 
Пусть )(xα  – бесконечно малая функция при 0xx → , а )(xβ  – 

бесконечно большая функция при 0xx → , то есть  
.)(lim,0)(lim

00
∞==

→→
xx

xxxx
βα  

Первым замечательным пределом называют предел вида:  

1
)(

)(sinlim
0

=
→ x

x
xx α

α , 

который используют при вычислении пределов выражений, содержащих 
тригонометрические функции в случае наличия неопределенности вида .0/0  

Вторым замечательным пределом называется предел вида 

( ) ex x

xx
=+

→

)()(1lim
0

αα  или ,
)(

11lim
)(

0
e

x

x

xx
=








+

→

β

β
 

где 𝑒 − иррациональное число, причем 𝑒 ≈ 2,72. 
Второй замечательный предел используют для раскрытия 

неопределенности вида ∞1 . 
Пример 1. Найти пределы функций: 

а) ;
3sin
8cos1lim 20 x

x
x

−
→

 б) .
74
34lim

19 −

∞→








+
− x

x x
x  

Решение.  
а) Непосредственная подстановка предельного значения аргумента 

приводит к неопределенности вида 0/0 , для раскрытия которой воспользуемся 
формулами тригонометрии, теоремой 2 и первым замечательным пределом. 

=





==













=−

⇒=−
=



=

−
→→→

2

02

2

02

2

20 3sin
4sinlim2

3sin
4sin2lim

4sin28cos1

sin22cos1
0
0

3sin
8cos1lim

x
x

x
x

xxx
x

xxx

αα
 

=
















⋅⋅=
















⋅

⋅
⋅=






⋅=

→→→

2

0

2

0

2

0

3
3sin

4
4sin

lim
3
42

3
3

3sin

4
4

4sin

lim2
3sin
4sinlim2

x
x

x
x

x
x

x

x
x

x

x
x

xxx
 

2

2 2
0

0

sin 4lim4 16 1 3242 2 ;sin 33 9 1 9lim
3

x

x

x
x

x
x

→

→

 
    = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =    

    
 

 

б) Непосредственная подстановка предельного значения аргумента 
приводит к неопределенности вида ∞1 , для раскрытия которой воспользуемся 
теоремой 2 и вторым замечательным пределом. 
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[ ] =







+
−−−

+=





 −

+
−

+==







+
− −

∞→

−

∞→

∞
−

∞→

181818

74
74341lim1

74
341lim1

74
34lim

x

x

x

x

x

x x
xx

x
x

x
x  

=









+=












==








+
−

+=

−⋅
−

−
⋅

−
−

−
+∞→

−

∞→

)18(
74

11
11

74

11
74

18 11lim1
74

111lim
x

x
x

xx
a
b

x

x b
a

x
 

( )

====


























+= ∞

−

∞
+−

−

+−

−
+−

−
−⋅−

−
−

−
+∞→

∞→

∞→

∞→ 74

1188

74

1188
lim

74
1188lim

74
)1811lim

11
74

11
74

11lim eee x

x

x
xx

x
x

xx

x
x

x

 

.224
88

04
088

−
−

−
+−

==== eee  

Задания для решения на практическом занятии 
В задачах 1–9 найти указанные пределы. 

1. .
2sin
8lim

20 x
xtgx

x

⋅
→

 2. .
4

8cos8coslim 2

3

0 x
xx

x

−
→

 3. .
2sin

cos1lim
0 xx

x
x ⋅

−
→

 

4. .
sin

2sin7sinlim
20 x

xx
x

⋅
→

 5. .
65
25lim

73 x

x x
x −

∞→








+
+  6. .

2
9lim

18 +

∞→








+
+ x

x x
x  

7. .
1
7lim

1

2

2 +

∞→ 








−
+

x

x x
x  8. .

24
2lim 2

2 x

x xx
xx










+−
−

∞→
 9. .

13
23lim

45

2

2
2 +

∞→ 








+
−

x

x x
x  

Задания для самостоятельного решения 
1. Найти указанные пределы. 

1.1 а) ;4cos1lim 20 x
x

x

−
→

 б) .
4
6lim

23 +

∞→








+
+ x

x x
x  

1.2 а) ;
2sin
cos5coslim 20 x

xx
x

−
→

 б) .
23
23lim

57 −

∞→








+
− x

x x
x  

1.3 а) ;
6cos

8sinlim
0 xx

x
x ⋅→

 б) .
35
25lim

74 x

x x
x −

∞→








−
+  

1.4 а) ;
4sin

5cos1lim 2

2

0 x
x

x

−
→

 б) .
12
72lim

23 −

∞→








−
+ x

x x
x  

1.5 а) ;
7

3sin7lim
0 xtg

x
x→

 б) .
74
54lim

32 x

x x
x −

∞→








+
+  

12 
 



   

1.6 а) ;
8

2cos2coslim 2

3

0 x
xx

x

−
→

 б) .
8
3lim

57 −

∞→








+
+ x

x x
x  

1.7 а) ;
10

2sin8sinlim
0 x

xx
x

+
→

 б) .
43
53lim

19 +

∞→








+
− x

x x
x  

1.8 а) ;
3sin

4cos7lim
0 x

xxtg
x

⋅
→

 б) .
56
76lim

54 x

x x
x −

∞→








−
+  

1.9 а) ;
5sin

9cos2sin3lim
0 x

xx
x

⋅
→

 б) .
3
6lim

58 +

∞→








+
− x

x x
x  

1.10 а) ;
5sin

sin7sinlim
0 x

xx
x

−
→

 б) .
59
19lim

73 +

∞→








+
+ x

x x
x  

 
 
1.3 Односторонние пределы. Непрерывность и точки разрыва 

функции 
 
 
В определении предела функции axf

xx
=

→
)(lim

0
 считается, что x  

стремится к 0x  любым способом: оставаясь меньшим, чем 0x  (слева от 0x ), 
большим, чем 0x  (справа от 0x ), или колеблясь около точки 0x .  

Встречаются случаи, когда способ приближения аргумента к 
предельному значению существенно влияет на значение предела функции. 
Поэтому вводят в рассмотрение следующие понятия. 

Если 0xx <  и 0xx → , то пишут: 00 −→ xx ; аналогично, если 0xx >  и 
0xx → , то пишут: 00 +→ xx . При этом числа  

0
0 0

( 0) lim ( )
x x

f x f x
→ −

− =  и 
0

0 0
( 0) lim ( )

x x
f x f x

→ +
+ =  

называются соответственно пределом слева функции f(x) в точке 0x  и пределом 
справа функции f(x) в точке 0x , если эти пределы существуют. Пределы слева и 
справа называются односторонними.  

Для существования предела функции f(x) в точке 0x  необходимо и 
достаточно, чтобы оба односторонних предела в точке 0x  существовали и были 
равны. 

Функция y = f(x) называется непрерывной в точке 0x , если 
)()(lim)(lim 000 00

xfxfxf
xxxx

==
+→−→

 

Функция y = f(x) называется непрерывной на интервале );( ba , если она 
непрерывна в каждой точке этого интервала. 

Свойства непрерывных функций. 
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1. Всякая элементарная функция непрерывна в каждой точке своей 

области определения.  
2. Сумма и произведение конечного числа непрерывных функций есть 

непрерывная функция.  
3. Частное от деления двух непрерывных функций есть функция, 

непрерывная во всех точках, в которых знаменатель не равен нулю.  
Пусть функция y = f(x) определена в некоторой окрестности точки 0x , 

кроме, быть может, самой точки 0x . 
Точку 0x  называют точкой разрыва функции y = f(x), если нарушено 

хотя бы одно из требований:  
1) односторонние пределы )0( 0 −xf  и )0( 0 +xf  существуют;  
2) ∞≠− )0( 0xf  и ∞≠+ )0( 0xf , т. е. оба односторонних предела 

конечны;  
3) );0()0( 00 +=− xfxf  
4) )()(lim 0

0
xfxf

xx
=

→
. 

Приведем классификацию точек разрыва.  
Если нарушены условия 1) или 2), то есть если хотя бы один из 

односторонних пределов не существует или равен бесконечности, то точка 0x  
называется точкой разрыва второго рода. При нарушении условия 3), то есть 
в случае, если оба односторонних предела конечны, но не равны, то точка 0x  
называется точкой разрыва первого рода (точкой конечного скачка); скачок в 
этом случае вычисляют по формуле )0()0( 00 −−+ xfxf . При нарушении 
условия 4), то есть когда оба односторонних предела конечны и равны друг 
другу, но не равны значению функции в этой точке (значение функции в этой 
точке может не существовать), то точка 0x  называется точкой устранимого 
разрыва. 

Пример 1. Исследовать на непрерывность функцию 







>+

≤−
=

.1,3

,1,15
)(

xx

xx
xf  

Решение. Функция y = f(x) непрерывна на интервалах ( ;1)−∞  и(1; )+∞ , 
так как на каждом из этих интервалов формулы, задающие функцию, 
определяют элементарные непрерывные функции. Следовательно, если и 
существует точка разрыва, то она может быть лишь в точке 1x = , в которой 
меняется аналитическое выражение функции f(x). Найдем односторонние 
пределы: 

,4)15(lim)(lim)01(
0101

=−==−
−→−→

xxff
xx

 

23lim)(lim)01(
0101

=+==+
+→+→

xxff
xx

. 
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Так как )01( −f  и )01( +f  конечны, причем )01()01( +≠− ff , то в точке 

1=x  исходная функция имеет точку разрыва первого рода (точку конечного 
скачка); скачок функции равен 242)01()01( −=−=−−+ ff .  

Пример 2. Исследовать на непрерывность функцию: 

32)( 5
1

+= −
+

x
x

xf . 
Решение. Функция f(x) является элементарной, следовательно, 

непрерывной в каждой точке области определения, то есть при всех 
);5()5;( +∞∪∞∈x  (свойство 1. непрерывных функций). Значит, 5=x  является 

точкой разрыва данной функции. Выясним характер разрыва, для чего найдем 
односторонние пределы в этой точке: 

,33032323232lim)05( 0
6

505
105

5
1

05
=+=+=+=+=













+=− ∞−−−−

+−
−
+

−→
x
x

x
f  

.332323232lim)05( 0
6

505
105

5
1

05
+∞=++∞=+=+=+=













+=+ ∞++−+

++
−
+

+→
x
x

x
f  

Так как правосторонний предел в точке 5=x  равен бесконечности, то в 
данной точке функция терпит разрыв второго рода. 

 
Задания для решения на практическом занятии 
В задачах 1-8 исследовать функцию на непрерывность. В случае наличия 

точек разрыва, указать их характер. В задачах 1-2 построить схематичный 
график функции. 

1. 










≥−

<<+

≤+

=

.1,3

,10,1

,0,4

)( 2

xx

xx

xx

xf  2. 










>−

≤<

≤

=

.4,12

,41,

,1,

)(

3

xx

xx

xx

xf  

3. 






−≥

−<−
=

.1,2

,1,23
)( 2 xx

xx
xf  

4. .27)( 4 −= −x
x

xf  

5. .
2

233)(
4

x
xxf x
−
+

+=  6. .
3

4)(
+

=
x

xf
x

 

7. .
16

5)(
−

+
= x

xxf  8. .
35
1)(

)2(1 ++
= xxf  

 
Задания для самостоятельного решения 
 
1. Исследовать указанные функции на непрерывность. В случае наличия 

точек разрыва, определить их характер. В пункте а) построить схематичный 
график функции. 
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1.1 а) 






>+

≤
=

;1,2

,1,2
)( 2 xx

xx
xf  

б) .3)( 4
32

xxf x
x

−= +
+

 

1.2 а) 






≥+

<−
=

;0,2

,0,32
)(

xx

xx
xf  

б) .25)( 2
2

x
x

xf
−

−=  

1.3 а) 






−>+
−≤+

=
;1,23
,1,1

)(
3

xx
xx

xf  б) .
2

4)(
1

+
=

x
xf

x
 

1.4 а) 






≥

<+
=

;4,

,4,4
)(

xx

xx
xf  б) .

35
15)( )1(1 +

−
=

+x

x
xf  

1.5 а) 






−>−
−≤+

=
;2,3

,2,2
)(

2

xx
xx

xf  б) .
1
54)(

2

−
+

+=
x
xxf x  

1.6 а) 






≥

<−
=

;0,

,0,35
)( 3 xx

xx
xf  б) .9)( 22

2

xxf x
x

−= +
−

 

1.7 а) 






>−

≤+
=

;2,

,2,4
)( 2 xx

xx
xf  б) .13)( 4

5

x
xf x += −  

1.8 а) 






≥
<−

=
;0,4

,0,
)(

xx
xx

xf  б) .
42

5)( )1( +

+
=

−xx
xxf  

1.9 а) 






−>−
−≤−

=
;2,3
,2,2

)(
2

xx
xx

xf  б) .75)( 1

2

+= −x
x

xf  

1.10 а) 






>

≤+
=

;1,2

,1,4
)(

xx

xx
xf  б) .18)( 2x

xf
x +

=  

  
 
 
1.4 Асимптоты графика функции  
 
 
Прямая L называется асимптотой графика функции y = f(x), если 

расстояние от точки M(x; y) кривой до прямой L стремится к нулю при 
неограниченном удалении этой точки по кривой от точки O(0; 0) (то есть при 
стремлении хотя бы одной из координат точки к бесконечности). 

Для нахождения асимптот пользуются следующими утверждениями. 
Утверждение 1. Прямая 0x x=  является вертикальной асимптотой 

графика функции y = f(x), если:  
16 

 



   
∞=

−→
)(lim

00
xf

xx
 или ∞=

+→
)(lim

00
xf

xx
. 

Пусть функция y = f(x) является элементарной и D(y) – ее область 
определения. Рассмотрим некоторые случаи: 

1) если {( ) ( ; )D y = −∞ +∞  или [ );a +∞  или ( ]; b−∞  или [ ]};a b , то 
вертикальных асимптот нет; 

2) если 1 1 2( ) ( ; ) ( ; ) ... ( ; )nD y x x x x= −∞ ∪ ∪ ∪ +∞ , то вертикальными 
асимптотами могут быть только прямые nixx i ,1, == , причем только в том 
случае, если ∞=

−→
)(lim

0
xf

ixx
 или ∞=

+→
)(lim

0
xf

ixx
; 

3) если ( ) ( ; ),D y a= +∞  то вертикальной асимптотой может быть лишь 
прямая x a= , если ∞=

+→
)(lim

0
xf

ax
; 

4) если ( ) ( ; ),D y b= −∞  то вертикальной асимптотой может быть лишь 
прямая bx = , если ∞=

−→
)(lim

0
xf

bx
; 

Утверждение 2. Невертикальные асимптоты кривой y = f(x), если они 
существуют, имеют уравнения y = kx + b, где величины k  и b  определяются 
формулами: 

( )kxxfb
x
xfk

xx
−==

±∞→±∞→
)(lim,)(lim , 

причем в обеих формулах +∞→x  или −∞→x . В случае, если 0≠k  получаем 
наклонную асимптоту, а при 0=k  – горизонтальную асимптоту. 

Следует отметить, что если в утверждении 2 хотя бы один из пределов не 
существует или бесконечен, то невертикальных асимптот нет. 

Пример 1. Найти асимптоты к графику функции: 

а) 
2

5 2

+
−

=
x

xy ; б) 
x

xy
−

=
3

. 

Решение.  
а) Поскольку функция элементарна и ( ) ( ; 2) ( 2; ),D y = −∞ − ∪ − +∞  то 

вертикальной асимптотой может быть только прямая 2x = − . Чтобы это 
выяснить, найдем односторонние пределы: 

,
0

1
0
45

202
)02(5

2
5lim

22

02
−∞=

−
=

−
−

=
+−−
−−−

=
+
−

−−→ x
x

x

.
0

1
0
45

202
)02(5

2
5lim

22

02
+∞=

+
=

+
−

=
++−
−−−

=
+
−

+−→ x
x

x
 

Поскольку односторонние пределы равны бесконечности, то 2x = −  –
вертикальная асимптота. 

Определим, существуют ли невертикальные асимптоты. Воспользуемся 
формулами из утверждения 2. 
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,1
01
10

21

15

lim
2

5lim
)2(

5lim)(lim
2:

2

22 2

k

x

x
xx

x
xx

x
x
xf

x

x

xxx
=−=

+
−

=
+

−
=




∞
∞

=
+

−
=

⋅+
−

=
−∞→−∞→−∞→−∞→

( )
x

xxxx x
x

x
xxxx

x
xkxxf

:222

2
52lim

2
25lim)

2
5lim)(lim =




∞
∞

=
+
+

=
+

++−
=










+

+
−

=−
−∞→−∞→−∞→−∞→

 

.2
01
02

21

52
lim b

x

x
x

==
+
+

=
+

+
=

−∞→
 

Подставляя найденные значения 1−=k  и 2=b  в формулу y = kx + b, 
получим уравнение наклонной асимптоты: y = – x + 2. 

б) Найдем область определения функции
x

xy
−

=
3

: 

).3;()(303 −∞=⇒<⇒>− yDxx  
Поскольку ( ) ( ; 3)D y = −∞ , то вертикальной асимптотой может быть лишь 

прямая 3=x . Чтобы это выяснить, надо найти только f(3-0), так как правее 
точки 3=x  функция не определена: 

.
0

3
033

3
)03(3

03
3

lim)03(
03

+∞=
+

=
+−

=
−−

−
=

−
=−

−→ x
xf

x
 

Поскольку односторонний предел равен бесконечности, то x = 3 –
вертикальная асимптота. 

Выясним вопрос о существовании невертикальных асимптот. Поскольку
( ) ( ; 3)D y = −∞ , то воспользоваться формулами из утверждения 2 можно только 

при −∞→x : 

,01
3
1lim

3
lim)(lim k

xxx
x

x
xf

xxx
==

∞+
==

−
=

⋅−
=

−∞→−∞→−∞→
 

( ) =
−

=





∞+
∞−

=
−

=





 ⋅−

−
=−

−∞→−∞→−∞→−∞→
2

:

3
1lim

3
lim0

3
lim)(lim

x
xx

xx
x

xkxxf
x

x

xxx
 

( )
.

0
1

100
1

131
1lim +∞=

+
=

−−⋅−
=







 −

=
−∞→

xx
x

 

Поскольку последний предел равен бесконечности, то невертикальных 
асимптот нет. 

 
Задания для решения на практическом занятии 
В задачах 1–6 найти асимптоты к графику функции. 
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1. .
7

54
x

xy
−
−

=  2. 
1
15

2 −

+
=

x
xy . 3. .

4
8
2

3

x
xy
−

−
=  

4. .
3

4
+
−

=
x

xy  5. .
5

1 2

x
xy
−

−
=  6. .

1
43

3 −
+

=
x
xy  

 
Задания для самостоятельного решения 
1. Найти асимптоты к графику функции 

1.1 a) ;
2
15

−
+

=
x
xy  б) .

4
32
+
−

=
x

xy  1.2 a) ;
62

3 3

−
−

=
x

xy  б) .
1
3 2

x
xy
−

=  

1.3 a) ;
4

62

x
xy
−
+

=  б) .
2

8
+
−

=
x

xy  1.4 a) ;
2
12

−
−

=
x
xy  б) .

3
12 2

x
xy
−
+

=  

1.5 a) ;1
3

2

x
xy +

=  б) .
4

27
x

xy
−
−

=  1.6 a) ;
102
93

+
−

=
x

xy  б) .
7

7
+
−

=
x

xy  

1.7 a) ;
1 2x

xy
−

=  б) .
3

2
−
−

=
x

xy  1.8 a) ;36
x

xy −
=  б) .

9
92

x
xy

−
−

=  

1.9 a) ;
4
3

2

2

−

+
=

x
xy  б) .49

x
xy +

=  1.10 a) ;
13 +

=
x

xy  б) .
3

25
+

−
=

x
xy  

 
 

2 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ОДНОЙ 
ПЕРЕМЕННОЙ 

 
 
2.1 Определение производной. Основные правила и формулы 

дифференцирования 
 
 
Производной функции y = f(x), определенной на некотором промежутке 

X  , называется предел отношения ее приращения ∆y к соответствующему 
приращению аргумента ∆х независимой переменной при ∆х→0:  

 
x

xfxxf
x
y

xx ∆
−∆+

=
∆
∆

→→ ∆∆

)()(limlim
00

. (2.1) 

Производная обозначается y′ , )(xf ′  или 
dx
dy

. 

Функция, имеющая производную в каждой точке промежутка X , 
называется дифференцируемой на этом промежутке; операция нахождения 
производной функции называется дифференцированием. 

Пример 1. Найти производную функции f(x) = x. 
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Решение. Найдем приращение функции: 

.)()( xxxxxfxxfy ∆=−∆+=−∆+=∆  
Тогда по определению производной имеем: 

11limlimlim)(
000
==

∆
∆

=
∆
∆

=′
→→→ ∆∆∆ xxx x

x
x
yxf . 

Поскольку f(x)=x, то f’(x)=x’=1 или  
1=′x , 

то есть производная независимого аргумента равна единице. 
Нахождение производной непосредственно по определению иногда 

довольно затруднительно. Поэтому на практике функции дифференцируют с 
помощью ряда правил и формул. 

Правила дифференцирования 
Если функции u = u(х) и v = v(х) дифференцируемы в точке х, то функции 

( ) vuconstCuCvu ⋅−⋅± ,,  и 
v
u  (v ≠ 0) дифференцируемы в этой точке, 

причем:  

1) ;)( vuvu ′±′=′±  2) ;)( uCuC ′⋅=′⋅  3) ;)( vuvuvu ′+′=′⋅  4) .2v
vuvu

v
u ′⋅−⋅′

=
′






  

Производная сложной функции 
Пусть y = f(u) и u = u(x), тогда y = f(u(x)) − сложная функция с 

промежуточным аргументом u и независимым аргументом x. 
Теорема. Если функция u = u(x) имеет производную xu′  в точке x, а 

функция y = f(u) имеет производную uy′  в соответствующей точке u = u(x), то 
сложная функция y = f(u(x)) имеет производную xy ′  (или y′  ) в точке x , которая 
находится по формуле  

.xux uyy ′⋅′=′  
Таким образом, для нахождения производной сложной функции надо 

производную данной функции по промежуточному аргументу умножить на 
производную промежуточного аргумента по независимому аргументу. 

Это правило остается в силе, если промежуточных аргументов несколько. 
Формулы дифференцирования основных элементарных функций от 

промежуточного аргумента u = u(x) 
1. ;0)( =′С   2. ;)( 1 uunu nn ′⋅⋅=′ −  3. ( ) ;

2
1 u

u
u ′⋅=
′   

4. ;ln)( uaaa uu ′⋅⋅=′  5. ;)( uee uu ′⋅=′   6. ;
ln
1)(log u

au
ua ′⋅

⋅
=′  

7. ;1)(ln u
u

u ′⋅=′   8. ;cos)(sin uuu ′⋅=′  9. ;sin)(cos uuu ′⋅−=′  

10. ;
cos

1)(tg 2 u
u

u ′⋅=′  11. ;
sin

1)(ctg 2 u
u

u ′⋅−=′ 12. ;
1

1)(arcsin
2

u
u

u ′⋅
−

=′  
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13. ;
1

1)(arccos
2

u
u

u ′⋅
−

−=′  14. ;
1

1)(arctg 2 u
u

u ′⋅
+

=′ 15. 

.
1

1)(arcctg 2 u
u

u ′⋅
+

−=′  

Пример 2. Найти производные функций 

а) ;4735 5
7 34 ++−=

x
xxy   б) ;sin3 xxy ⋅=  в) 

1
1

4

4

−

+
=

x
xy . 

Решение. Для нахождения производных будем пользоваться правилами 
дифференцирования, формулами дифференцирования и тем фактом, что 
производная независимого аргумента равна единице, то есть 1=′x . 

а) 
( )
( )

=












′⋅=′⋅

′±′=′±
=

′














++−=

′






 ++−=′ −

uCuC

vuvu
xxx

x
xxy

,
47354735 57

3
4

5
7 34  

=








=′
′⋅⋅=′

=′+′⋅+

′














⋅−′⋅=

−
−

0
,)()4()(73)(5

1
57

3
4

c
uunuxxx

nn
 

=−⋅−=+⋅−⋅+⋅⋅−⋅⋅= −−−− 67
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Пример 3. Найти производные функций 
а) );12sin( −= xy   б) ;2 xtgy =   в) )arcsin(ln xy = . 

Решение. Для нахождения производной воспользуемся правилом 
дифференцирования сложной функции и формулами дифференцирования. 

а) [ ] =⋅−=′−⋅−=′⋅=′=

′














−=′ 2)12cos()12()12cos(cos)(sin)12(sin xxxuuuxy

u


 

);12cos(2 −= x  
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б)  [ ]
x
x

x
xxxuuuxxy

u
22
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tg2

cos
1tg2)(tgtg22)()tg()(tg =⋅=′⋅=′⋅=′=

′
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


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

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
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.
)(ln12

1
2xx −

=
 

 
Задания для решения на практическом занятии 
1. Продифференцировать заданные функции. 

1.1 y = 3x4 – 5x2 + 7x – 2. 1.2 y = –7x2+11x3 – 2x5 + 3.  1.3 3
2

3 452 x
x

xy ⋅−+= . 

1.4 
5

12511
x

x
x

y −+= . 1.5 
2

74 3 362
x

xxy +−⋅= .  1.6 y = (3x2 + 4x – 1)·cos x. 

1.7 y = (5x4 – 6x+ex)·ln x. 1.8 y = (2arccos x – x3)·4x. 1.9 y = (ctg x–2ln x)·(5x2+3). 

1.10 .
52

46
3

2

−
−

=
x

xxy  1.11 .
3

45
2

4

xx
xy

+
−

=  1.12 .
4log7

ctg23

6 +
+

=
x

xey
x

  

2. Продифференцировать заданные функции. 
2.1 4cos xy = .   2.2 xy 4cos= .  2.3 )53(log 2

4 +−= xxy . 

2.4 3 arccos xy = .   2.5 xy arctg3= .  2.6 92ctg 6 += xy . 

2.7 )42ln()29cos( 3 −−+= xxy .   2.8 xexxy cos

2
arcsin)54(tg −−−= . 

2.9 xxy 6)29( 5 ⋅+= . 2.10 )lnarcctg()2cos( xy x ⋅= . 

2.11 
)94(tg

4123

−
++

=
x

xxy . 2.12 
)43ln(

)52(
2

3

xx
xy
−

+
= . 

2.13 )3ctgln()17arcsin( xey x ⋅= − . 2.14 
13cos

)63(log
2

4
9

+

+
=

x

x
y . 

 
Задания для самостоятельного решения 
1. Продифференцировать заданные функции. 

1.1 а) ;32655 44 −+⋅−+= xx
x

xy  б) ;sin
5

arctg5 416 xxy x −−= +  
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в) ;arcctg)3(log 2
2 xxy ⋅−=  г) .

)7arcsin(
)54( 23

x
xy −

=  

1.2 а) ;1328 35
3

x
x

x
x

xy −+⋅+−=  б) ;sin)17(log6
5 xxxctgy +−−=  

в) ;5)(lnarcctg cos xxy ⋅=  г) .
)14(

tg
23

5

−+
=

xx
x

y  

1.3 а) ;3432
4

3 2
2

5

x
xx

x
xy −−⋅++=  б) );(lnctg)5sin(arccos 62 xxxy +−=  

в) ;arcsin)4ln( 5 xxy ⋅+=  г) .
)3cos(
)16( 32

x
xxy −+

=  

1.4 а) ;3
3

867 4 3
3

3

x
xx

x
xy −+⋅+−=  б) ;)732(cos 52xxexy tgx +−+−=  

в) ;arcsin)19(log 5
2 xxy ⋅−=  г) .

)ln(arccos
6sin3

x
xy =  

1.5 а) ;4
6

59
5

4
3 2

3

x
xx

x
xy −−++=  б) ;)432(7log 36ln

3 −++−= xxxy x  

в) ;c)4arcsin( 72 xosxy ⋅=  г) ( ).
arctg

4lnsin
x
xy =  

1.6 а) ;7
2

102 5
5 2

4

x
xx

x
xy −++−=  б) ;)53(4arcsin 74cos ++−= xxy x  

в) );arctg(8log4
3 xxy ⋅=  г) .

)arccos(ln
10sin 5

x
xy =  

1.7 а) ;5
3

467 44
37

xxx
xx

y −+⋅+−=  б) );14arcsin(log 23
6 −++= xxtgxy  

в) ;)43(5 62cos +−⋅= xxy x  г) .
)72sin(
)arcctg4ln(

−
=

x
xy  

1.8 а) ;5
5

416 5
8 3

2

x
xx

x
xy −+⋅+−=  б) ;)152(8sin 34log3 −++−= xxxy x   

в) );arcctg(lncos 6 xxy ⋅=  г) .
)arcsin(

)3(sin
3

2

x
xy =  

1.9 а) ;2
2

655
2

3
5 3

3

x
xx

x
xy −+⋅−+=  б) ;arcsin2)(coslog 4

3 xxy x +−=  

в) );2sin()13( 24 xxxy ⋅+−=  г) .
cos

)arcctg(ln4
x

xy =  
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1.10 а) ;28145 4
4 5

7
3

x
xx

x
xy +−−+=  б) ;arccostg)sin(log 2

4 xxxy +−=  

в) ;
3

sin)62( 325 xxxy ⋅−+=  г) .
lnarctg

 cos 2

x
xy =  

 
 
2.2 Дифференциал функции. Производные высших порядков 
 
 
Пусть функция y = f(x) имеет в точке x производную .0)( ≠′ xf   
Дифференциалом функции y = f(x) в точке x называется произведение 

производной функции )(xf ′  на приращение ∆х независимой переменной и 
обозначается dy (или df(x)):  
 .)( xxfdy ∆⋅′=  (2.2) 

Если формулу (2.2) применить к самому аргументу x, т. е. к функции                
y = f(x) = x, то ,учитывая, что 1=′x , получим  
 .xdx ∆=  (2.3) 

Из равенства (2.3) следует, что дифференциал независимого аргумента 
равен приращению аргумента. 

Таким образом, учитывая равенство (2.3), формулу (2.2) можно записать в 
виде 
 .)( dxxfdy ⋅′=  (2.4) 

Пример 1. Найти дифференциал функции ).23cos(9 5 −−= xxy  
Решение. Найдем производную функции: 

( ) ( ) ( ) =⋅−−=′−−
′

=
′

−−=′ 3)23sin(45)23cos(9)23cos(9 455 xxxxxxy  
).23sin(345 4 −−= xx  

Тогда согласно формуле (2.4) имеем: 
( )dxxxdxxfdy )23sin(345)( 4 −−=⋅′=  или ( ) .)23sin(345 4 dxxxdy −−=  

Производная )(xfy ′=′  функции y = f(x) также является функцией от x и 
называется производной первого порядка.  

Если ))(( ′′∃ xf , то она называется производной второго порядка и 

обозначается y ′′  (или ).,,),( 2

2

xxy
dx
dy

dx
d

dx
ydxf ′′






′′  

По аналогии,  
)( ′′′=′′′ yy  – производная третьего порядка, 

…….. 
)( )1()( ′= −nn yy  – производная n-го порядка. 
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Производные порядка выше первого называются производными высших 

порядков. 
Пример 2. Для функции xxy ln2=  вычислить ).2(y ′′′  
Решение. Сначала найдем производную третьего порядка: 

,ln21ln2)(lnln)()ln( 2222 xxx
x

xxxxxxxxxy +=⋅+⋅=′⋅+⋅′=′=′  

,3ln212ln2112ln2)ln2()ln2( +=++=+⋅+=′+′=′+=′′ xx
x

xxxxxxxxy  

.20123)ln2()3ln2(
xx

xxy =+⋅=′+′=′+=′′′  

Вычислим значение найденной производной в указанной точке: 

( ) .1
2
22 ==′′′y

 
 

Задания для решения на практическом занятии 
1. Найти дифференциалы первого порядка следующих функций. 

1.1 у=(3x+1)·tg3x. 1.2 24 )2(arccosarctg xxy += . 

1.3 )3ln(cos353 24 xxxy +−+= . 1.4 785 72 3
+⋅= − xy xx . 

1.5 
)12sin(
)127( 43

+
+−

=
x
xxy . 1.6 .

)115(log2

4cos

−
=

x
ey

x
 

2. Для данной функции у найти указанную производную. 
2.1 y=3x3-2x2+5x-1. Найти y ′′ . 2.2 .342 xy −=  Найти .IVy  
2.3 y=ln(3x+1). Найти .IVy  2.4 y=cos2 5x. Найти .y ′′′  
2.5 y=ln(sin x). Найти .y ′′′  2.6 y=(1+9x2)·arcctg 3x . Найти y ′′  

3. Для данной функции у и аргумента х0 вычислить )( 0xy ′′′ . 
3.1 y=sin 7x, π=0x . 3.2 y=ln(2+x), x0=3. 3.3 y=(3x-1)4, x0=1. 

3.4 y= х·sin x, 20 π=x . 3.5 у=ln(x2-6), x0=3. 3.6
2

4xy = , x0=1. 
 
Задания для самостоятельного решения 
1. Найти дифференциалы первого порядка следующих функций. 

1.1 )2arctg(cos 34 xxy += . 1.2 xy x 2arcsin6 3tg += . 

1.3 ( ) )tg(log35 3
74 xxy +−= . 1.4 45 27sin +⋅= xey x . 

1.5 5
2 ctg)cos(log xxy ⋅= . 1.6 )43ln(3sin 25 −⋅= xxy . 

1.7 ( ) xxy arctg13log 6
2 ⋅−= . 1.8 46arcsin )38(5 +⋅= xy x . 

1.9 
x
xxy 5

7

cos
423 +−

= . 1.10 .
)13(

arccos
74 −+

=
xx

xy  
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2. Для данной функции у и аргумента х0 вычислить )( 0xy ′′′ . 
2.1 4,2sin 0

2 π== xxy . 2.2 41,4arctg 0 == xxy . 
2.3 0,cos 0

2 =⋅= xxey x . 2.4 0, 0
52 =⋅= xexy x . 

2.5 12,6sin 0
2 π=⋅= xxxy . 2.6 3),4ln( 0

2 =−= xxy . 
2.7 21,2ln 0

3 == xxy . 2.8 1,)23( 0
5 =−= xxy . 

2.9 1,ln 0
5 =⋅= xxxy . 2.10 1,arctg 0 =⋅= xxxy . 

 
 
2.3 Дифференцирование неявных и параметрически заданных 

функций. Логарифмическое дифференцирование 
 
 
Пусть функция задана неявно в виде F(x,y) = 0. Для вычисления 

производной функции y = у(x) следует обе части тождества F(x,y) = 0 
продифференцировать по х, рассматривая левую часть как сложную функцию х, 
а затем полученное уравнение разрешить относительно xy′ .  

Вторую производную от неявной функции получим, дифференцируя xy′  
по переменной х, помня при этом, что у есть функция от х. Из полученного 
равенства выражаем xxy ′′ , предварительно подставив ранее найденное xy′ . 

Пример 1. Найти xy′  и xxy ′′  для функции, заданной неявно .cos22 yyx =+  
Решение. Продифференцируем обе части тождества, считая y(x) сложной 

функцией: 

.sin22
,)(cos)( 22

xx

x

yyyyx
yyx

′⋅−=′⋅+

′=′+
 

Перенесем в правую часть выражения, не содержащие множитель xy′  и, 
вынеся за скобки, выразим его значение: 

.
sin2
2

,2)sin2(
,2sin2

yy
xy

xyyy
xyyyy

x

x

xx

+
−

=′

−=+⋅′
−=′⋅+′

 

Для нахождения второй производной продифференцируем полученное 
равенство по переменной x: 

=
+

′+⋅−−+⋅′−
=′








+
−

=′′
2)sin2(

)sin2()2()sin2()2(
sin2
2

yy
yyxyyx

yy
xy xx

x
xx  

22 )sin2(
)cos2(2)sin2(2

)sin2(
)cos2(2)sin2(2

yy
yyxyy

yy
yyyxyy xxx

+

+⋅′⋅++⋅−
=

+

′⋅+′⋅++⋅−
= , 
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2)sin2(
)cos2(2)sin2(2

yy
yyxyy

y x
xx

+

+⋅′⋅++⋅−
=′′ . 

Осталось подставить в полученное равенство выражение для xy′ : 

2)sin2(

)cos2(
sin2
22)sin2(2

yy

y
yy

xxyy
yxx

+

+⋅
+
−

⋅++⋅−
=′′ , 

3

22

)sin2(
)cos2(4)sin2(2

yy
yxyyyxx

+

+⋅−+⋅−
=′′ . 

Пусть функция )(xfy =  задана параметрически в виде двух уравнений: 





∈=

=

,),(

),(

Dttyy

txx
 

где t – вспомогательная переменная, называемая параметром. 
Для нахождения первой производной функции, заданной параметрически, 

используют формулу: 
 .

t

t
x x

yy
′
′

=′  (2.5) 

Тогда вторая производная:  

 ( ) .
t

tx
xx x

yy
′

′′
=′′  (2.6) 

Пример 2. Найти первую и вторую производные параметрически 
заданной функции  





+∞∈−=

=

).,0(,1

,ln
2 tty

tx
 

Решение. Для нахождения первой производной воспользуемся формулой 
(2.5): 

2
2

2
1
2

)(ln
)1(

t

t

t
t

t
x
y

y
t

t

t

t
x ==

′
′−

=
′
′

=′ . 

Окончательно первую производную запишем как функцию, заданную 
параметрически: 







+∞∈=

=′

).,0(,ln

,2 2

ttx

tyx  

Вторую производную найдем по формуле (2.6): 

.44
1

)2()( 2
2

ttt
t

t
x

y
y t

t

tx
xx =⋅=

′
=

′
′′

=′′  

Следовательно, вторая производная имеет вид:  
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





+∞∈=

=′′

).,0(,ln

,4 2

ttx

tyxx  

Дифференцирование многих функций значительно упрощается после их 
предварительного логарифмирования; нахождение производной функции в 
этом случае называют логарифмическим дифференцированием.  

Если требуется найти производную y′  функции y = f(x) с помощью 
логарифмического дифференцирования, то необходимо выполнить следующие 
действия: 

1) прологарифмировать обе части уравнения (по основанию е): 
);(lnln xfy =  

2) продифференцировать обе части полученного равенства, где yln  есть 
сложная функция от x: 

;))((ln1
,))((ln)(ln

′=′

′=′

xfy
y

xfy
 

3) определить ,y′  умножив обе части последнего равенства на y, и 
заменить y его выражением через x: 

( ) ( ) .)(ln)()(ln ′⋅=′⋅=′ xfxfxfyy  
Логарифмическое дифференцирование полезно применять, когда 

заданная функция содержит логарифмирующиеся операции (умножение, 
деление, возведение в степень, извлечение корня) и, в частности, для 
нахождения производной показательно-степенной функции вида .)( )(xgxfy =  

Пример 3. Найти производную функции .)4( cos2 xxxy −=  
Решение. Прологарифмировав обе части равенства, получим: 

.)4ln(ln cos2 xxxy −=  
Используя свойство логарифмической функции ln ab = b·lna, имеем: 

).4ln(cosln 2 xxxy −⋅=  
Дифференцируя обе части равенства, получим: 

).42(
4

1cos)4ln(sin1

,))4(ln(cos)4ln()(cos1

2
2

22

−⋅
−

⋅+−⋅−=′

′−⋅+−⋅′=′

x
xx

xxxxy
y

xxxxxxy
y

 

Умножив обе части полученного равенства на y и, далее заменив y его 
выражением через x, окончательно получим: 
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.
4
42cos)4ln(sin)4(

,
4
42cos)4ln(sin

2
2cos2

2
2









−
−

⋅+−⋅−⋅−=′









−
−

⋅+−⋅−⋅=′

xx
xxxxxxxy

xx
xxxxxyy

x
 

 
Задания для решения на практическом занятии 
1. Найти xy′  и xxy ′′  для функции, заданной неявно. 

1.1 y=5x+4arctg y. 1.2 tg y=4x-6y. 
1.3 siny=xy2-6. 1.4 x3-y2=arccos3x+tgy. 

2. Найти первую и вторую производные параметрически заданной 
функции. 

2.1 




=
= −

.
,

5

4

t

t

ey
ex  2.2 





=
=

.
,

3 8

3

ty
tx  

2.3 




+=
=

).1ln(
,arcctg

2ty
xx

 2.4 




=
=

.sin2
,cos6

3

3

ty
tx  

3. Найти первую производную функции, используя логарифмическое 
дифференцирование. 

3.1 .)(tg 53 xxy −=  3.2 xxy 3arccos))8(ln(= . 

3.3 )92ln( 2
)(arccos xxy −= . 3.4 xxy 9cos3

2 ))1((log −= . 
 
Задания для самостоятельного решения 
1. Найти xy′  и xxy ′′  для функции, заданной неявно. 

1.1 yxy arctg8 += . 1.2 yxy cos22 =− . 
1.3 yxy 32tg 5 += . 1.4 xey y 5+= . 
1.5 7sin 2 += yxy . 1.6 354 xyy += . 
1.7 yxy ctg= . 1.8 xyyx 322 =− . 
1.9 yyx 7sin22 =+ . 1.10 yyx sin4 2 =+ . 

2. Найти первую и вторую производные параметрически заданной 
функции. 

2.1 




=
=

.3sin5
,3cos7

ty
tx

 2.2 




=
−=
.4

,24
3

2

ty
tx  

2.3 




−=
=

.1
,arcsin

2ty
tx

 2.4 




+=
−=

.12
,36

3

2

ty
ttx  

2.5 




=
=

.sin3
,cos5

2

2

ty
tx  2.6 





=
=

.ln
,4

ty
tx  
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2.7 




⋅=
=

.ln
,/ln

tty
ttx

 2.8 




=
=

.sin
,cos

tey
tex

t

t
 

2.9 




=
=

.cos
,2sin

2 ty
tx

 2.10 
.ln

,ln2

tty
tx

+=
=  

3. Найти первую производную функции, используя логарифмическое 
дифференцирование. 
3.1 ( ) xxxy 5arctg2 3+= . 3.2 .)(sin )35(log 2

2 xxxy −=  

3.3 xxy 53))2(tg( −= . 3.4 ( ) 3 56arcsin += xxy . 
3.5 xxxy 6ctg4 )427( +−= . 3.6 ( ) )58ln( 3

arcctg −= xxy . 

3.7 xxy cos
4 )(log= . 3.8 ( ) )13arcsin( 4

cos +−= xxxy . 

3.9 
5 sin2 )736( xxxy ++= . 3.10 ( ) xxy arccosctg= . 

 
 
2.4 Правило Лопиталя 
 
 
Правило Лопиталя применяют при вычислении пределов для раскрытия 

неопределенностей вида 0/0  и ∞∞ / . 
Теорема 1 (Лопиталя). Пусть функции f(x) и g(x) дифференцируемы в 

окрестности точки 0x  и 0)( ≠′ xg . Если 0)(lim)(lim
00

==
→→

xgxf
xxxx

  или 

∞==
→→

)(lim)(lim
00

xgxf
xxxx

, то есть частное 
)(
)(

xg
xf  представляет собой 

неопределенность вида 
0
0  или 

∞
∞ , то 

)(
)(lim

)(
)(lim

00 xg
xf

xg
xf

xxxx ′
′

=
→→

, 

при условии, что существует предел отношения производных.  
Замечание. Если 0)(lim)(lim

00
=′=′

→→
xgxf

xxxx
 или =′

→
)(lim

0
xf

xx

,)(lim
0

∞=′
→

xg
xx

 0)( ≠′′ xg  и ,
)(
)(lim

0 xg
xf

xx ′′
′′

∃
→

 то  

)(
)(lim

)(
)(lim

00 xg
xf

xg
xf

xxxx ′′
′′

=
′
′

→→
 

и т. д. Перед повторным применением правила Лопиталя рекомендуется 
произвести все допустимые упрощения.  

Пример 1. Найти ,
sinln
lnlim

0 x
x

x→
 используя правило Лопиталя. 

Решение.  
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=
′⋅

=
′

′
=




∞
∞

=
→→→ )(sin

sin
1

1

lim
)sin(ln

)(lnlim
sinln

lnlim
000 x

x

x
x

x
x

x
xxx

 

.1
1

cos
1

lim)(tglim
0
0tglim

ctg

1

lim
cos

sin
1

1

lim
2

00000
==

′
′

=





===

⋅
=

→→→→→

x
x
x

x
x

x
x

x
x

x
xxxxx

 

 
Задания для решения на практическом занятии 
1. Найти пределы, используя правило Лопиталя. 

1.1 .
1665

16lim 23

4

2 −−+
−

→ xxx
x

x
 1.2 .

144
1lim 23

3

1 +−−
+

−→ xxx
x

x
  1.3 .

sin
1lim

2

0 x
e x

x

−
→

 

1.4 .
cos

3coslim
2

x
x

x π
→

 1.5 .
3tg
5tglim

2
x
x

x π
→

 1.6 .
)1ln(

lim
x

x
x ++∞→

 

1.7 .
1cos

1lim
2

0 −
−

→ x
ex

x
 1.8 .lnlim 3 x

x
x +∞→

  

 
Задания для самостоятельного решения 
1. Найти пределы, используя правило Лопиталя. 

1.1 .
1612
44lim 3

23

2 +−
+−

→ xx
xxx

x
 1.2 

x
ee xx

x sin
lim

0

−

→

− . 1.3 .
sin

tglim
0 xx

xx
x −

−
→

 

1.4 .
2cos1

2lim
0 x

ee xx

x −
−+ −

→
 1.5 .lim 3

4

x
e x

x ∞→
 1.6 .

)ln(sin
)3ln(sinlim

0 x
x

x→
 

1.7 .
)2tgln(
)7tgln(lim

0 x
x

x→
 1.8 .

sin
cos1lim 22

2

0 xx
x

x −
−

→
 1.9 .

3
)3ln(lim

+
+

+∞→ x
x

x
 

1.10 .
642
47lim 5

23

+−
++

∞→ xx
xx

x
   

 
 
2.5 Исследование функции на монотонность и экстремум 

 
 
Функция f(x) называется возрастающей на (a; b), если для ∀х1, х2∈(a; b) 

х1 < х2  f(x1) < f(x2). 
Функция f(x) называется убывающей на (a; b), если для ∀х1, х2∈(a; b)  

х1<х2  f(x1) > f(x2). 
Возрастающие или убывающие на интервале (a; b) функции называются 

монотонными. 
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Теорема 2 (достаточное условие монотонности функции). Пусть 

функция f(x) непрерывна и дифференцируема на промежутке (a; b). 
1. Если 0)( <′ xf  на промежутке (a; b), то эта функция убывает на (a; b). 
2. Если 0)( >′ xf  на промежутке (a; b), то эта функция возрастает на (a; 

b). 
Точки х0,  в которых 0)( 0 =′ xf , называются стационарными.  
Критическими точками функции f(x) на интервале (a; b) являются  

точки, в которых производная существует и равна нулю, и точки, где она не 
существует. 

Значение функции f(x) в точке х0 называется максимумом, если оно 
является наибольшим по сравнению с ее значениями во всех достаточно 
близких точках слева и справа от х0.  

Значение функции f(x) в точке х0 называется минимумом, если оно 
является наименьшим по сравнению с ее значениями во всех достаточно 
близких точках слева и справа от х0. Максимумы и минимумы функции 
называют экстремумами. 

Теорема 3 (необходимое условие экстремума). Если дифференцируемая 
функция f(x) имеет в точке х0 экстремум, то  .0)( 0 =′ xf  

Теорема 4 (достаточное условие экстремума). Пусть функция f(x) 
определена и дифференцируема на интервале (a; b) за исключением быть может 
точки х0∈(a; b). Если при переходе слева направо через т. х0: 

1) )(xf ′  меняет свой знак с плюса на минус, то при х = х0 функция имеет 
максимум; 

2) )(xf ′  меняет свой знак с  минуса на плюс, то при х = х0 функция имеет 
минимум; 

3) )(xf ′  не меняет свой знак, то при х = х0 экстремума нет. 
План исследования функции f(x) на монотонность и экстремум 

1. Найти область определения функции y = f(x). 
2. Найти первую производную функции ).(xf ′   
3. Найти критические точки, для этого:  

а) находим действительные корни уравнения ;0)( =′ xf  
б) находим значения х, при которых производная )(xf ′  терпит 

разрыв. 
4. Отмечаем полученные точки на оси Ох, исследуем знак производной 

слева и справа от каждой критической точки. 
5. Применив теорему 2, указываем интервалы возрастания и убывания 

функции. Применив теорему 4, указываем точки экстремума и находим 
значения функции в этих точках. 

Пример 1. Найти интервалы монотонности и точки экстремума функции  
793 23 +−−= xxxy . 
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Решение.  
1. Функция определена на R.  
2. )3)(1(3)32(3963 22 −+=−−=−−=′ xxxxxxy .  
3. Производная 0=′y  при x1 = –1 и x2 = 3. Эти точки разбивают область 

определения функции на интервалы (– ∞, – 1); (– 1, 3); (3, + ∞).  
4. Отмечаем полученные точки на оси Ох, исследуем знак производной 

слева и справа от каждой критической точки (рис. 1). 
 

 
Рисунок 1 – Знаки производной на промежутках 

 
5. Так как 0>′y  на интервалах (– ∞; – 1) и (3; + ∞), то функция возрастает 

на этих интервалах. Так как 0<′y  на интервале (– 1; 3), то функция убывает на 
этом интервале. 

Поскольку y′  меняет свой знак с плюса на минус при переходе через 
x1 = – 1, то эта точка является точкой максимума функции. Так как y′  меняет 
свой знак с минуса на плюс при переходе через точку x2 = 3, то эта точка 
является точкой минимума. Найдем значения функции в этих точках: 

.20739333)3(

,127)1(9)1(3)1()1(
23

min

23
max

−=+⋅−⋅−==

=+−⋅−−⋅−−=−=

yy

yy
 

 
Задания для решения на практическом занятии 
1. Найти интервалы монотонности и точки экстремума функций. 

1.1 .132
3

2
3

++−= xxxy  1.2 .22 24 +−= xxy  1.3 .3159 23 ++−= xxxy  

1.4 .
23
23

2

2

++
+−

=
xx
xxy  1.5 ).1ln( 2xy −=  1.6 .1

x
xy +=  

1.7 .
1 2x

xy
+

=  1.8 .1 xxy −+=   

 
Задания для самостоятельного решения 
1. Найти интервалы монотонности и точки экстремума функций. 

1.1 .
1

222

−
+−

=
x

xxy  1.2 .
)1(
1

2−
+

=
x
xy  1.3 .

9 x
xy
−

=  

1.4 .
14 2

2

−
=

x
xy  1.5 ).1ln( 2 +−= xxy  1.6 .ln22 xxy −=  
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1.7 .
4

5
2x

xy
−

=  1.8 .
)1(
12
2−

−
=

x
xy  1.9 .1

2
2

x
xy +=  

1.10 .
14

3

−
=

x
xy    

 
 
2.6 Наименьшее и наибольшее значения функции на отрезке 
 
 
Наибольшим значением функции называется самое большее, а 

наименьшим значением – самое меньшее из всех ее значений, принимаемых 
на отрезке [a; b].  

Если функция y = f(x) непрерывна на отрезке [a; b], то она достигает на 
этом отрезке своего наименьшего и наибольшего значений. Эти значения 
функция может принимать либо во внутренней точке 0x  отрезка [a; b], либо на 
границе отрезка, т. е. при ax =  или bx = . Если );(0 bax ∈ , то точку 0x  нужно 
искать среди критических точек функции.  

План нахождения наименьшего и наибольшего значений функции на 
отрезке [a; b]. 

1. Найти критические точки функции f(х), принадлежащие отрезку [a; b]. 
2. Вычислить значения функции f (х) в этих точках и на концах отрезка 

[a; b]. 
3. Выбрать среди этих значений наибольшее и наименьшее. 
Замечание. Если функция y = f(x) не имеет критических точек на отрезке 

[a; b], то это означает, что на этом отрезке функция монотонно возрастает либо 
убывает. Следовательно, свое наименьшее значение она принимает на одном из 
концов, а наибольшее − на другом. 

Пример 1. Найти наименьшее и наибольшее значения функции 

46
2
3 23 +−−= xxxy  на отрезке [0; 4]. 

Решение.  
1. Найдем критические точки функции, принадлежащие отрезку [0; 4]: 

),2(3633)46
2
3( 2223 −−=−−=′+−−=′ xxxxxxxy  

⇔=′ 0y ,022 =−− xx  

                [ ]
[ ].4;02

,4;01
,9

2

1

∈=
∉−=

=

x
x
D

  

2. Вычислим значения функции в точке x = 2 и на концах отрезка: 

,6412684262
2
32)2( 23 −=+−−=+⋅−⋅−=y  
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,4)0( =y  

.2042424644464
2
34)4( 23 =+−−=+⋅−⋅−=y  

3. Выберем среди этих значений наибольшее и наименьшее: 
),4(20 yyнаиб ==  ).2(6 yyнаим =−=  

 
Задания для решения на практическом занятии 
1. Найти наибольшие и наименьшие значения функции на указанных 

отрезках. 

1.1 [ ].2;2,163 24 −−+−= xxy  1.2 [ ].5;1,132
3

2
3

−++−= xxxy  

1.3 [ ].4;0,
1
1

+
−

=
x
xy  1.4 [ ].5;0,

1
3
2 +

=
x

xy  

1.5 [ ].5;0,)3( xexy −⋅−=  1.6 [ ].0;5,)106ln( 2 −⋅++= −xexxy  
 
Задания для самостоятельного решения 
1. Найти наибольшие и наименьшие значения функции на указанных 

отрезках. 
1.1 [ ].4;0),84ln( 2 +−= xxy  1.2 [ ].2;2,)2( 1 −⋅+= −xexy  

1.3 [ ].1;1,
12

3
−

+−
=

xx
xy  1.4 [ ].2;1,4

2

3

x
xy +

=  

1.5 [ ].1;0,4
2xey −−=  1.6 [ ].3;1,

24 xxey −=  

1.7 [ ].1;3,2163 34 −+−= xxy  1.8 [ ].2;1,255 345 −++−= xxxy  

1.9 [ ].10;5,12
4

3
4

+−= xxy  1.10 [ ].2;2,
9 2 −
−

=
x

xy  

 
 
2.7 Выпуклость, вогнутость, точки перегиба графика функции 
 
 
График дифференцируемой функции )(xfy =  называется выпуклым на 

интервале ( ; )a b , если он расположен ниже любой ее касательной на этом 
интервале; если же ниже, то – вогнутым на интервале ( ; )a b .  

Точка )(0 yDx ∈  называется точкой перегиба функции )(xfy = , если в 
этой точке выпуклость функции сменяется вогнутостью или наоборот. 

Теорема 5 (достаточное условие выпуклости, вогнутости). Если 
функция )(xfy =  на интервале ( ; )a b  дважды непрерывно дифференцируема и 
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0)( <′′ xf  для ),( bax∈∀ , то график функции в этом интервале выпуклый; если 

же 0)( >′′ xf  для );( bax∈∀ , то график функции в этом интервале вогнутый.  
Теорема 6 (необходимое условие существования точки перегиба). Если 

функция )(xfy =  имеет непрерывную в точке х0  производную )(xf ′′  и х0 – 
точка перегиба, то .0)( 0 =′′ xf  

Теорема 7 (достаточное условие существования точки перегиба). 
Если 0x  – критическая точка второго рода для функции )(xfy = , )(0 yDx ∈  и 
при переходе через эту точку вторая производная )(xf ′′  меняет знак, то точка 

0x  является точкой перегиба. 
План исследования функции на выпуклость (вогнутость) и точки 

перегиба 
1. Найти область определения )(yD  функции )(xfy = . 
2. Найти критические точки второго порядка функции )(xfy = , для 

этого: 
а) находим действительные корни уравнения ;0)( =′′ xf  
б) находим значения х, при которых вторая производная )(xf ′′  не 

существует. 
3. Отметить полученные точки на оси Ох, определить знак второй 

производной слева и справа от каждой критической точки. 
4. Применив теоремы 5 и 7, указываем интервалы выпуклости, 

вогнутости и точки перегиба графика функции. 
Пример. Найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба 

графика функции .10412 23 ++−= xxxy  
Решение.  
1. Область определения функции: ( ) ( ; )D y = − ∞ + ∞ . 
2. Найдем критические точки второго порядка функции: 

,4243)10412( 223 +−=′++−=′ xxxxxy  
246)4243( 2 −=′+−=′′ xxxy , 

⇔=′′ 0y )(40246 yDxx ∈=⇔=− . 
3. Отметить точку 4=x  на оси Ох и определим знак второй производной 

слева и справа от этой точки (рис. 2). 

 
Рисунок 2 – Знаки второй производной на промежутках 

4. При ( ;4)x∈ − ∞  ⇒<′′ 0y  график функции выпуклый; при (4; )x∈ + ∞  
⇒>′′ 0y  график функции вогнутый. Так как  

,10210)7(1610)1124(1610444124)4( 23 −=+−⋅=++−⋅=+⋅+⋅−=f  
то )102;4( −  − точка перегиба. 
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Задания для решения на практическом занятии 
1. Исследовать функцию на выпуклость, вогнутость и точки перегиба. 

1.1 .453 45 +−= xxy  1.2 .993 23 +−−= xxxy  1.3 .
4

1
2 −

=
x

y  

1.4 .
)1(

1
3+

=
x

y  1.5 ).4ln(1 2 −−= xy  1.6 .2 3 5xxy −+=  

 
Задания для самостоятельного решения 
1. Исследовать функцию на выпуклость, вогнутость и точки перегиба.  

1.1 .
2
)1(2 2

−
+

=
x
xy  1.2 .

22 xxey −=  1.3 .ln 2 xxy ⋅=  

1.4 .
1

232

+
+−

=
x

xxy  1.5 .
13

4

−
=

x
xy  1.6 .

1
2 xexy ⋅=  

1.7 ).9ln( 2xy −=  1.8 ).25ln( 2xy −=  1.9 .ln22 xxy −=  

1.10 .
4

5
2x

xy
−

=    

 
 

3. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ОДНОЙ 
ПЕРЕМЕННОЙ 

 
3.1 Первообразная функции. Неопределенный интеграл. Метод 

непосредственного интегрирования 
 
 
Интегральное исчисление решает задачу, обратную дифференциальному 

исчислению: по известной производной некоторой функции восстановить саму 
функцию. 

Функция )(xF  называется первообразной функции )(xf , заданной на 
некотором множестве X , если для Xx∈∀  выполняется равенство 

).()( xfxF =′  

Например, функция 
4

)(
4xxF =  является первообразной для функции 

3)( xxf = , так как ).(4
4
1

4
)( 33

4
xfxxxxF ==⋅=

′











=′  Очевидно, что 
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первообразными будут также любые функции ,
4

)(
4

Cxx +=Φ  где ,constC −  

поскольку ).(04
4
1

44
)( 33

44
' xfxxCxCxx ==+⋅=′+

′









=
′









+=Φ  

Таким образом, если )(xF  и )(xΦ  − две первообразные одной и той же 
функции )(xf , то .)()( CxFx +=Φ  

Множество CxF +)(  всех первообразных функции )(xf  на множестве 
X  называется неопределенным интегралом и обозначается  
 ( ) ( ) .f x dx F x C= +∫  (3.1) 

В формуле (3.1) функция )(xf  называется подынтегральной функцией, 
dxxf )(  − подынтегральным выражением, x − переменной интегрирования.  
Нахождение первообразной для данной функции )(xf  называется 

интегрированием функции )(xf . 
Теорема 1. Для всякой непрерывной на интервале X функции )(xf  

существует на этом интервале первообразная, а, значит, и неопределенный 
интеграл.  

Геометрически неопределенный интеграл представляет собой семейство 
кривых, зависящих от одного параметра C, которые получаются одна из 
другой путем параллельного сдвига вдоль оси Oy . 

Основные свойства неопределенного интеграла 
1) ( ) );()( xfdxxf =′∫  
2) ∫ +=′ ;)()( Cxfdxxf  
3) ∫∫ ⋅=⋅ ,)()( dxxfCdxxfC  ;constC −  
4) ;)()())()(( ∫ ∫∫ ±=± dxxgdxxfdxxgxf  

5) если CxFdxxf +=∫ )()( , то CbkxF
k

dxbkxf ++=+∫ )(1)(  для 

0,, ≠∈∀ kRbk ;  
6) если ,)()( CxFdxxf +=∫  то CuFduuf +=∫ )()( , где )(xu ϕ=  − 

произвольная функция, имеющая непрерывную производную. 
Таблица основных неопределенных интегралов 

1) ∫ += ;Cxdx  2) ∫ −≠+
+

=
+

;1,
1

1
nC

n
xdxx

n
n  

3) ∫ += ;ln Cx
x

dx  4) ∫ += ;
ln

C
a

adxa
x

x  

5) ∫ += ;Cedxe xx  6) ∫ +−= ;cossin Cxxdx  
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7) ∫ += ;sincos Cxxdx  8) ∫ += ;tg
cos2 Cx

x
dx  

9) ∫ +−= ;ctg
sin 2

Cx
x

dx  10) ∫ 



+−

+
=

+ C;x
C,x

x
dx

arcctg
arctg

1 2  

11) ∫ 



+−

+
=

− C;x
C,x

x

dx
cosarc

arcsin

1 2
 12) ∫










+⋅−

+⋅
=

+ C;x
a

C,x
a

xa
dx

arcctg1

arctg1

22
 

13) ∫










+⋅−

+⋅
=

− C;x
a

C,x
a

xa

dx

cosarcc1

sinarc1

22
 14) ;ln 2

2
Caxx

ax

dx
+±+=

±
∫  

15) .ln
2
1

22
C

ax
ax

aax
dx

+
+
−

⋅=
−

∫   

Одним из методов интегрирования неопределенного интеграла является 
метод непосредственного интегрирования. Этот метод основан на 
применении таблицы основных неопределенных интегралов и свойств 
неопределенного интеграла. 

Пример 1. Найти неопределенный интеграл .14536 2
2 dxx

xx
x∫ 






 +−−+  

Решение. Воспользуемся свойствами 4), 3) неопределенного интеграла и 
формулами 1), 2) и 3) таблицы интегралов. 

=+−⋅−⋅+=





 +−−+ ∫∫∫∫∫∫ dxxdxdx

x
dx

x
dxxdxx

xx
x 415513614536 2

2
2

2  

−
−

⋅+⋅=+⋅−⋅−⋅+⋅=



 ==

−
−− ∫∫∫∫∫ 1

3
3

6415361 13
222

2
xxdxxdxdx

x
dxxdxxx

x
 

.2||ln532
2

4||ln5 23
2

Cxxx
x

xCxxx ++−−−=++⋅−⋅−  

Пример 2. Найти неопределенный интеграл

.267
5 4

3 25 dx
x

x
x

x∫ 









−+−  

Решение. Воспользуемся свойствами 4), 3) неопределенного интеграла и 
формулой 2) таблицы интегралов. 

=⋅−+⋅−⋅=









−+− ∫∫∫∫∫ dx

x
dxxdx

x
dxxdx

x
x

x
x

5 4
3 25

5 4
3 25 12167267

=











=====

−−
5
4

5 4
3
2

3 22
1

2
5

5 1,,1, x
x

xxx
x

xx  
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=⋅−+⋅−⋅= ∫∫∫∫
−−

dxxdxxdxxdxx 5
4

3
2

2
1

2
5

267 =+⋅−+⋅−⋅ Cxxxx

5
12

3
5

2
16

2
77

5
1

3
5

2
1

2
7

 

CxxxxCxxxx +−+−=+⋅−⋅+⋅−⋅= 53 575
1

3
5

2
1

2
7

10
5
312210

5
3122 . 

Пример 3. Найти неопределенный интеграл 

.
9

2
9

5cos43
22

dx
xx

xx∫ 







−
−

+
+−  

Решение. Воспользуемся свойствами 4), 3) неопределенного интеграла и 
формулами 4), 7), 12) и 15) таблицы интегралов. 

=
−

−
+

+−=







−
−

+
+− ∫∫∫∫∫ 222222 3

22
3

5cos43
9

2
9

5cos43
xx

dxxdxdxdx
xx

x xx

=+
+
−

⋅
⋅−⋅+−= C

x
xxx

x

3
3ln

32
12

3
arctg

3
15sin4

3ln
3  

.
3
3ln

3
1

3
arctg

3
5sin4

3ln
3 C

x
xxx

x
+

+
−

−+−=  

 
Задания для решения на практическом занятии 
1. Найти неопределенные интегралы. 

1.1 4 2(3 5 7 2) .x x x dx− + −∫  1.2 ∫ +−− ;)3211( 53 dxxxx  

1.3 ∫ 









⋅−+ .45

2
3

2

3
dxx

x
x

 1.4 ∫ 





 −+ .12511

5 dx
x

x
x

  

1.5 .3
3

2 4 3 dx
x

xx∫ 





 +−⋅

   
1.6 .3312 5 3

7 8
5 dxx

x
x∫ 










⋅+−

  
2. Найти неопределенные интегралы. 

2.1 .
1

26sin 2 dx
x

x x∫ 







−
+−  2.2 ∫ 






 −+ .45

cos
4

2 dxx
xx

  

2.3 ∫ 









+

+
−

+
.

3

6
3

7
22

dxe
xx

x  2.4 ∫ 










+
+−

−
.

1
39

1

8
2

4
2

dx
x

x
x   

2.5 .
16

54
sin

3
2

3
2∫ 








−
+⋅− dx

x
x

x  2.6 ∫ 









+

−
+− .7

5

312
23 dx

xx
x  

3. Найти неопределенные интегралы. 

3.1 .2
5

454
dx

x
xxx

∫
+−  3.2 ∫

⋅+⋅ .
5

4756 dxx

xx
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3.3 .
1
12
dx

e
e

x

x

∫
+

−
 3.4 ∫ +

+ .
1
13

dx
x

x   

3.5 .3 2

dx
x

x
∫ 






 −  3.6 ∫ +

+ .
1
13

dx
x

x   

 
Задания для самостоятельного решения 
1. Найти неопределенные интегралы. 

1.1 .3432 25 7
4 dxxxx

x
∫ 






 +−+⋅−

  
1.2 .16238 9

12 dx
xx

xx∫ 






 +−−+⋅
 

1.3 .9465
23

7 dxx
xx

x∫ 









+−+−  1.4 .28823

47
11 dxx

xx
x∫ 










+−−−   

1.5 .21316
78 3

2 dxxx
xx

x∫ 









−+−−   1.6 .14144

2 6
3

6
dxx

x
xx

∫ 









+−++  

1.7 .1546
2 77

7
dxx

xx

x
∫ 










+−+−  1.8 .7

2
925 9

7 2
4 dxxx

x
x∫ 










++−−   

1.9 .876 3
94 3

2 dxxx
xx

x∫ 









−++−   1.10 .21012

2 7
3 2

2
dxx

x
xx

∫ 









+−++  

2. Найти неопределенные интегралы. 

2.1 .
6

3
6

54
sin

3
222∫ 








−
+

−
+− dx

xxx
x   2.2 .

7

4sin5
4

310
22∫ 











−
−+

+
+ dx

x
x

xx
 

2.3 .
1

4
cos

5

5

28 222
dx

xxx
x∫ 











−
−+

−
+   2.4 .

4

13

4

9cos
22

dx
xxx

x∫ 










−
−+

+
+  

2.5 .
7

3
4

6
cos

5
222∫ 










+

−
+

−
− dxe

xxx
x   2.6 .

1

1
sin

5
7

35
222∫ 











+
−+

+
+ dx

xxx
x  

2.7 .
4

4

2

1
16

28
222 dx

xxxx∫ 








−
−

−
+

+
+   2.8 dx

x
e

x
x x∫ 









−
−+

+
+

22 25

1
1

9sin  

2.9 .
6

3

6

51
sin

10
222∫ 











−
+

−
+− dx

xxxx
  2.10 .

4

85
4

72
22∫ 










−
−+

−
+ dx

xxx
x  

 
 
 

3.2 Интегрирование методом поднесения под знак дифференциала и 
замены переменной 
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На практике часто встречаются интегралы вида:  

( ( )) ( )f x x dxφ φ′∫ , 
или интегралы, которые сводятся к такому виду. Подведем в этом интеграле 
множитель )(xϕ′  под знак дифференциала: ( ))()( xdx ϕϕ =′ , а затем произведем 
подстановку tx =)(ϕ . В результате получим формулу подстановки в 
неопределенном интеграле: 
 ( ) [ ] Cdttftxxdxfdxxxf +====′ ∫∫∫ )()()()(()())(( ϕϕϕϕϕ . (3.2) 

Таким образом, задача свелась к нахождению интеграла ∫ dttf )( , который 
либо уже табличный, либо легко сводится к табличному, и обратной 
подстановке )(xt ϕ= . 

Пример 1. Найти неопределенные интегралы: 

а) ;2sin dxx∫  б) ;
49∫ −x

dx  в) ;
14 3

2

∫
+

dx
x

x  г) ;ln5

∫ dx
x

x  д) .3cos3sin 4 xdxx ⋅∫  

Решение.  

а) [ ]===⋅⋅=⋅⋅=



 ⋅== ∫∫∫ txxdxxdxxddxdxx 2)2(2sin

2
1)2(

2
12sin)2(

2
12sin  

CxCtdtt +⋅−=+⋅−=⋅= ∫ 2cos
2
1cos

2
1sin

2
1 ; 

б) [ ] =⋅==−=
−
−

⋅=



 −⋅==

− ∫∫∫ t
dttx

x
xdxddx

x
dx

9
149

49
)49(

9
1)49(

9
1

49
 

;49ln
9
1ln

9
1 CxCt +−=+⋅=  

в) =



 +⋅==⋅

+
=

+
∫∫ )14(

12
1

14

1

14
322

33

2
xddxxdxx

x
dx

x

x  

( ) [ ] =+⋅=⋅⋅==+=+⋅+⋅= −−
∫∫ Ctdtttxxdx

2
112

1
12
114)14(14

12
1 2

1

2
1

332
1

3  

;14
6
1

6
1 3 CxCt ++=+=  

г) ( ) ( ) ( ) [ ] ====⋅=



 ==⋅= ∫∫∫∫ dtttxxdxxddx

x
dx

x
xdx

x
x 555

5
lnlnlnln11lnln  

;
6

ln
6

66
CxCt

+=+=  

д) ( ) ( ) ( ) =⋅⋅=



 ⋅==⋅ ∫∫ xdxxdxdxxdxx 3sin3sin

3
13sin

3
13cos3cos3sin 44  
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[ ] .3sin
15
1

53
1

3
13sin 5

5
4 CxCtdtttx +=+⋅=⋅=== ∫  

 
Задания для решения на практическом занятии 
1. Найти неопределенные интегралы. 

1.1 .
65∫ + x

dx  1.2 .)75( 4 dxx∫ −  1.3 .
)32( 5∫

+ x
dx   

1.4 .923 dxx∫ −  1.5 .6cos dxx∫  1.6 .)52sin(∫ − dxx   

1.7 .
723∫ +x

dx

 
1.8 .

8cos2∫
x

dx
 1.9 .4 23∫ − dxx  

2. Найти неопределенные интегралы. 

2.1 .)17(5 32 dxxx −⋅∫  2.2 .433 54 dxxx∫ +⋅  2.3 .
38 3

2

∫
−

dx
x
x   

2.4 .
9

4
2

dx
x

x
∫

−
 2.5 ( ) .52sin 43 dxxx∫ +⋅  2.3 .6

32∫ ⋅ dxx x   

3. Найти неопределенные интегралы. 

3.1 .
cos2

tg

∫ x
dxe x

 3.2 .
1

)cos(arctg
2 dx

x
x

∫
+  3.3 .

ln3 2∫
⋅ xx

dx
  

3.4 .
1

2
2

arcsin

∫
− x

dxx
 3.5 ;

cos
tg

2

4

∫
x
dxx

 3.6 .
cos
sin

4∫ dx
x

x   

4. Найти неопределенные интегралы. 

4.1 .
43sin

3cos
∫

+x
dxx  4.2 ∫ .

4sin
4ctg
2

3

x
dxx

 4.3 ∫
+

.
491

7arcctg
2

3

x
dxx

 

  
 
Задания для самостоятельного решения 
1. Найти неопределенные интегралы. 

1.1 а) ;)15(3 2 dxx∫ −  б) ;
87 2∫

−x
xdx  в) ;5cos dxx∫  

г) ;ln4 3

∫ x
dxx

 д) ;
1

arcsin
2

3

∫
− x

dxx  е) .3sin3cos dxxx∫  

1.2 а) ;234 dxx∫ +  б) ;)92( 432 dxxx∫ +⋅  в) ;7sin dxx∫  

г) ;cossin3 dxxx∫  д) ;
1

arctg
2∫

+ x
dxx

 е) ∫ .
2cos

2tg
2

4

x
dxx

 

1.3 а) ;
87∫ − x

dx  б) ;735 43 dxxx∫ +⋅  в) ;12 dxe x∫ +  

43 
 



   

г) ;
1

arcsin
2

2

∫
− x

dxx  д) ∫ .
costg 2 xx
dx

 е) .
27

)27(ln6

∫ +
+

x
dxx  

1.4 а) ;
)43( 5∫

+x
dx  б) ;)92(7 254 dxxx∫ −⋅  в) ;

4cos2∫
x

dx  

г) ( )∫
+⋅

;
1arctg 2xx

dx
 д) ;cossin 3 dxxx∫  е) .

)16)(16ln(∫ ++ xx
dx  

1.5 а) ;
)14(3 5∫

−x

dx  б) ;
31 6

5

∫
− x

dxx  в) ;
10sin 2∫

x
dx  

г) ;
ln 2∫

⋅ xx
dx  д) ;

1

arcsin
2∫

− x

dxx
 е) ∫

+
.

41 2

2arctg

x
dxe x

 

1.6 а) ;)71( 5 dxx∫ −  б) ;
)25(4 37

6

∫
+x

dxx  в) ;6 23 dxx∫ −  

г) ;
sin

ctg
2

7

∫
x
dxx

 д) ;
ln5 2∫

⋅ xx

dx
 е) .

251

5arccos
2

4

∫
− x

dxx  

1.7 а) ;)38(5 4 dxx∫ +  б) ;
)23( 28

7

∫
−x
dxx  в) ;

91 2∫
+ x
dx  

г) ;
cos

sin
4∫ x

xdx  д) ;
1

arccos
2

3

∫
− x

dxx  е) .3cos3sin∫ xdxe xc  

1.8 а) ;
710∫ +x

dx  б) ;436 98 dxxx∫ +⋅  в) ;)57sin( dxx∫ −  

г) ;ln4

∫ x
dxx  д) ( );1arctg 2∫

+⋅ xx
dx  е) .

3sin3ctg 2∫
⋅ xx

dx  

1.9 а) ;)59( 3 dxx∫ +  б) ;
57 3

2

∫
− x

dxx
 в) ;)54cos( dxx∫ +  

г) ;
1

5
2

arccosx
dx

x
∫

−
 д) ;

sin
cos

4∫
x

xdx  е) .
)21(ln)21( 3 2∫

−− xx

dx  

1.10 а) ;)54( 3 dxx∫ −  б) ;
)94( 52∫

+x
xdx  в) ;

)51(cos2∫
− x

dx  

г) ;
cos
sin

2∫
x

xdx  д) ;ln7 2

∫ x
dxx

 е) ∫ .
9cos

9tg
2

7

x
dxx

 

 
 
3.3 Интегрирование по частям 
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Метод интегрирования по частям основан на следующей формуле: 

 ,duvuvudv ∫∫ −=  (3.3) 
где u = u(x) и v = v(x) – непрерывно дифференцируемые функции. Формула 
(3.3) называется формулой интегрирования по частям. Применять ее 
целесообразно тогда, когда подынтегральное выражение можно разбить на два 
множителя u и dv так, чтобы интегрирование выражений dv и vdu являлось 
задачей более простой, чем интегрирование исходного выражения udv. Иногда 
формулу (3.3) приходится применяться несколько раз.  

Укажем некоторые типы интегралов, которые удобно вычислять методом 
интегрирования по частям. Пусть )(xPn  – многочлен степени n и 0,, ≠∈ kRbk . 

1. Интегралы вида  
,)sin()(∫ +⋅ dxbkxxPn  ,)cos()(∫ +⋅ dxbkxxPn  ,)(∫ +⋅ dxexP bkx

n  ∫ +⋅ dxaxP bkx
n )( . 

В этом случае )(xPu n= , а за dv  возьмем bkxebkxbkx +++ ),cos(),sin(  и 
bkxa +  соответственно. Причем формулу интегрирования по частям (3.3) 

придется применять столько раз, какова степень многочлена )(xPn . 
2. Интегралы вида  

,)ln()(∫ +⋅ dxbkxxPn  ,)arcsin()(∫ +⋅ dxbkxxPn  ,)arccos()(∫ +⋅ dxbkxxPn  
,)arctg()(∫ +⋅ dxbkxxPn  .)arcctg()(∫ +⋅ dxbkxxPn  

В этом случае за u берут ln( ), arcsin( ), arccos( ),kx b kx b kx b+ + +  
)arctg( bkx +  или )arcctg( bkx +  соответственно, а dxxPdv n )(= . 

Пример 1. Найти неопределенные интегралы: 
а) .)12( 32∫ ⋅+ dxex x ; б) ∫ ⋅− xdxx 5ln)49( 2 . 

Решение.  

а) 
( ) ( )

=
















⋅==⇒=

=
′

+=+=⇒+=
=⋅+∫

∫ xxx
x

edxevdxedv

xdxdxxxdduxu
dxex

333

222
32

3
1

4121212
)12(

=





 −⋅⋅−⋅+⋅=












⋅==⇒=

=⇒=
=

=⋅−⋅+⋅=⋅⋅−⋅⋅+=

∫∫

∫∫

dxeexexedxevdxedv
dxduxu

dxexexdxxeex

xxx
xxx

xxxx

3332
333

332332

3
1

3
1

3
4)12(

3
1

3
1

3
4)12(

3
14

3
1

3
1)12(

;
27
4

9
4)12(

3
1

3
1

3
1

3
1

3
4)12(

3
1

3332

3332

Cexeex

Ceexex

xxx

xxx

++−+=

=+





 ⋅⋅−⋅⋅−⋅+⋅=

 

б) ( ) ( )
( ) ( )

=














−=−=⇒−=

==′==⇒=
=⋅−

∫
∫

xxdxxvdxxdv

dx
x

dx
x

dxxxdduxu
xdxx

434949

1
5
55ln5ln5ln

5ln)49(
322

2  
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∫∫ =−−−=⋅−−−⋅= dxxxxxdx
x

xxxxx )43(5ln)43(1)43()43(5ln 2333  

.45ln)43( 33 Cxxxxx ++−−=  
Задания для решения на практическом занятии 
1. Найти неопределенные интегралы. 

1.1 .5sin)110(∫ ⋅+ dxxx  1.2 .)72( 4∫ ⋅− dxex x
 1.3 .

3
cos)52( dxxx∫ ⋅+   

1.4 .)64cos()76( dxxx∫ +⋅−  1.5 ( ) .2sin56 2∫ ⋅+− dxxxx
 

1.6 .3)( 2∫ ⋅+ dxxx x  
2. Найти неопределенные интегралы. 

2.1 ( ) .3ln1312 23∫ −+ dxxxx  2.2 .4arcctg∫ dxx  2.3 .7arccos dxx∫   

2.4 .
2

ln dxx
∫

 
2.5  .arctg∫ ⋅ xdxx  2.6 .

6
arcsin dxx
∫  

 
Задания для самостоятельного решения 
1. Найти неопределенные интегралы. 

1.1 .2sin)75( 2∫ ⋅+ dxxx  1.2 .)54( 32∫ ⋅− dxexx x
 1.3 .4cos)32( 2 dxxx∫ ⋅−   

1.4 .5cos)6( 2 dxxxx∫ ⋅−  1.5 ( ) .253 2∫ ⋅+ dxx x

 
1.6 .)57( 32∫ −⋅− dxex x   

1.7 .3)26( 2∫ ⋅− dxx x  1.8 .
6

sin)9( 2∫ ⋅+ dxxxx  1.9 .
2

cos)4( 2 dxxxx∫ ⋅+   

1.10 .9sin)918( 2∫ ⋅+ dxxx     
2. Найти неопределенные интегралы. 

2.1 ( ) .2ln814 36∫ + dxxxx  2.2 ( ) .3ln610 24∫ − dxxxx  2.3 ( ) .4ln26 5∫ − dxxxx   
2.4 ( ) .6ln46 2∫ + dxxxx  2.5 ( ) .7ln58 3∫ − dxxx  2.6 ( ) .8ln912∫ + dxxx   
2.7 ( ) .5ln16 7∫ − dxxxx  2.8 ( ) .3ln518 8∫ + dxxx  2.9 ( ) .ln8 39∫ − dxxxx   
2.10 ( ) .6ln85 3∫ + dxxxx     

 
 
3.4 Интегрирование выражений, содержащих квадратный трехчлен 
 
 
Рассмотрим интегралы вида:  

 ∫∫
++++ cbxax

dx
cbxax

dx
22 , . (3.4) 

С помощью выделения полного квадрата: 











+






−






 +⋅=






 ++⋅=++

a
c

a
b

a
bxa

a
cx

a
bxacbxax

22
22

22
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и последующей замены 
a

bxt
2

+=  интеграл ∫
++ cbxax

dx
2

 в зависимости от 

знака выражения  
a
c

a
b

+





−

2

2
 приводится к одному из интегралов вида:  

C
k
t

ktk
dtC

kt
kt

kkt
dt

+⋅=
+

+
+
−

⋅=
−

∫∫ arctg1,ln
2
1

2222
; 

а интеграл ∫
++ cbxax

dx
2

 сводится к интегралу:  

Cktt
kt

dt
+±+=

±
∫ 22

22
ln , 

если a>0, и к интегралу:  

C
k
t

tk

dt
+=

−
∫ arcsin

22
, 

если a<0. 
Рассмотрим интегралы вида:  

 dx
cbxax

BAxdx
cbxax

BAx
∫∫

++

+

++

+
22 , . (3.5) 

где 0≠A . 
В числителях подынтегральных дробей надо выделить выражение:  

( )′++=+ cbxaxbax 22 , 

а в знаменателях – полный квадрат. После этого интеграл ∫
++

+ dx
cbxax

BAx
2

 

представляют в виде суммы двух интегралов, первый из которых сводится к 
табличному интегралу:  

Ct
t
dt

+=∫ ln , 

а второй – к интегралу ∫
− 22 kt
dt  или ∫

+ 22 tk
dt .  

Интеграл ∫
++

+ dx
cbxax

BAx
2

 также представляют в виде суммы двух 

интегралов, первый из которых сводится к интегралу:  

Ct
t

dt
+=∫ 2 , 

а второй – к интегралу ∫
± 22 kt

dt
 или ∫

− 22 tk

dt
.  

Пример 1. Найти неопределенные интегралы: 
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а) ∫
+− 132 2 xx

dx ;  б) .
369 2∫

−+ xx

dx
 

Решение.  

а) I
xx

dx
xx

dx
=

+−
=

+−
∫∫

2
1

2
32

1
132 22 , 

2222
2

4
1

4
3

16
1

4
3

2
1

16
9

4
3

2
1

2
3







−






 −=−






 −=+−






 −=+− xxxxx , 

=



 −==







−






 −







 −

=











 −==







−






 −

= ∫∫ 4
3

4
1

4
3

4
3

2
1

4
3

4
1

4
32

1
2222 xt

x

xd
xddx

x

dxI  

.
12
22ln

2
1
1ln

4
1

4
3

4
1

4
3

ln

4
12

1
2
1

4
12

1
2

2
C

x
xC

x

xc
x

x

t

dt
+

−
−

=+
−

−
=+

+−

−−
⋅

⋅
⋅=







−

= ∫  

б) I
xx

dx

xx

dx
=

−+
=

−+
∫∫ 22 233

1

369
, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ,12413113223 222222 −−=−−−=−−−−=−−−=−+ xxxxxxx  

( )
( )[ ] ( )

( )
[ ]==−=

−−

−
=−==

−−
= ∫∫ tx

x

xdxddx
x

dxI 1
12

1
3

11
123

1
2222

 

.
2

1arcsin
3

1
2

arcsin
3

1

23
1

22
CxCt

t

dt
+

−
=+=

−
= ∫  

Пример 2. Найти неопределенный интеграл ∫
++

+

26

43
2 xx

x
. 

Решение. Получим в числителе производную квадратного трехчлена и 
далее, воспользовавшись свойствами неопределенного интеграла, представим 
данный интеграл в виде суммы двух интегралов: 

( ) =
++

+
⋅=



 +=

′
++=

++

+
∫∫ dx

xx

x
xxxdx

xx

x

26
3
4

36226
26

43
2

2
2

 

=
++

+−+
=

++

+
=

++







 +⋅

= ∫∫∫ dx
xx

x
dx

xx

x
dx

xx

x

26
3
8662

2
3

26
3
82

2
3

26

3
42

2
3

222
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=


















++
−

++

+
=

++

−+
= ∫∫ dx

xxxx

xdx
xx

x

26
3

10

26

62
2
3

26
3

1062

2
3

222
 

=
++

⋅−
++

+
= ∫∫ dx

xx
dx

xx

x

26

1
3

10
2
3

26

62
2
3

22
 

I
xx

dx

xx

dxx
=

++
−

++

+
= ∫∫

26
5

26

)62(
2
3

22
. 

Вычислим каждый из интегралов по отдельности: 

( ) ( )[ ] ( ) [ ]==++=
++

++
=++=+=

++

+
∫∫ txx

xx

xxdxxddxx
xx

dxx 26
26

262662
26

)62( 2
2

2
2

2
 

CxxCt
t

dt
+++=+== ∫ 2622 2 , 

( ) ( )
( )

( )
( )

=
−+

+
=









+=
−+=+−+=++=

++
∫∫

73

3
3

,7329326

26 2

222

2 x

xd
xddx

xxxx

xx

dx
 

[ ] ( ) =+−+++=+−+=
−

==+= ∫ CxxCtt
t

dttx 733ln7ln
7

3 22
2

 

Cxxx +++++= 263ln 2 . 

В итоге имеем: 

=+++++−++⋅= CxxxxxI 263ln5262
2
3 22  

Cxxxxx +++++−++= 263ln5263 22 . 

 
Задания для решения на практическом занятии 
1. Найти неопределенные интегралы. 

1.1 .
22 2∫

++ xx
dx  1.2 .

2164 2∫
+− xx

dx
 1.3

2104 xx

dx

−+
  

2. Найти неопределенные интегралы. 

2.1 .
48

35
2∫

+−

+ dx
xx

x  2.2 .
862 2 dx

xx
x

∫
++  

2.3 .
224

72
2∫

−−

+ dx
xx

x   

 
Задания для самостоятельного решения 
1. Найти неопределенные интегралы. 

1.1 а) ;
1233 2∫

−− xx
dx  б) .

47

35
2

dx
xx

x
∫

−−

+
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1.2 а) ;
3155 2∫

++ xx
dx  б) .

3

54
2

dx
xx

x
∫

+−

−
 

1.3 а) ;
824 2∫

+− xx

dx
 б) .

582
13

2 dx
xx

x
∫

−+
+  

1.4 а) ;
324 2∫

−+ xx

dx
 б) .

384
56

2 dx
xx

x
∫

+−
−  

1.5 а) ;
1236 2∫

+− xx
dx  б) .

142

1
2

dx
xx

x
∫

−+

+
 

1.6 а) ;
172 2∫

++ xx
dx  б) .

1

45
2

dx
xx

x
∫

−+

−
 

1.7 а) ;
425 2∫

−− xx

dx
 б) .

6123
25

2 dx
xx

x
∫

−+
+  

1.8 а) ;
349 2∫

−+ xx

dx
 б) .

1082
13

2 dx
xx

x
∫

++

−  

1.9 а) ;
93 2∫

++ xx
dx  б) .

3102

36
2

dx
xx

x
∫

+−

+
 

1.10 а) ;
5102 2∫

+− xx
dx  б) .

161

73
2

dx
xx

x
∫

−+

−
 

 
 
3.5 Интегрирование рациональных дробей с помощью разложения их 

на простейшие дроби 
 
 
Рациональной дробью называется дробь вида 

)(
)(

xQ
xP , где )(xP  и )(xQ  –

многочлены.  
Рациональная дробь называется правильной, если степень многочлена 

)(xP  числителя ниже степени многочлена )(xQ  знаменателя, в противном 
случае дробь называется неправильной.   

Простейшей дробью называется правильная дробь одного из следующих 
типов : 

1) ;
ax

A
−

 

2) 
( )nax

A
−

 где ;,2 Nnn ∈≥  
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3) ,2 qpxx
BAx
++

+  где ,042 <− qp  т. е. квадратный трехчлен qpxx ++2  не 

имеет действительных корней; 

4) 
( )

,
2 m

qpxx

BAx

++

+  где Nmm ∈≥ ,2  и квадратный трехчлен qpxx ++2  не 

имеет действительных корней. 
Во всех случаях qpBA ,,,  – действительные числа. 

Перед интегрированием рациональной дроби 
)(
)(

xQ
xP  необходимо 

выполнить следующие алгебраические преобразования и вычисления:  
1. Если дана неправильная рациональная дробь, выделить из нее целую 

часть и представить эту дробь в виде:  

,
)(
)()(

)(
)(

xQ
xRxM

xQ
xP

+=  

где )(xM  − многочлен, 
)(
)(

xQ
xR − правильная рациональная дробь. 

2. Разложить знаменатель дроби на линейные и квадратичные множители:  
( ) ( ) ( ) ......)( 2 ⋅++⋅⋅−⋅−=

lsk qpxxbxaxxQ , 
где квадратичные множители не имеют действительных корней. 

3. Правильную рациональную дробь разложить на простейшие дроби:  

+
−

++
−

+
−

+
−

++
−

+
−

= s
s

k
k

bx
B

bx
B

bx
B

ax
A

ax
A

ax
A

xQ
xR

)(
...

)()(
...

)()(
)(

2
21

2
21  

...
)(

...
)(

... 222
22

2
11 +

++

+
++

++

+
+

++

+
++ l

ll

qpxx
DxC

qpxx
DxC

qpxx
DxC

 

4. Вычислить неопределенные коэффициенты ,...,,, iiii DCBA .  Для этого 
привести правую часть последнего равенства к общему знаменателю. В 
результате получим тождество, в котором равны знаменатели: 

 ,
)(
)(

)(
)(

xQ
xS

xQ
xR

=  (3.6) 

где )(xS  – многочлен с неопределенными коэффициентами.  
Поскольку в тождестве (3.6) равны знаменатели, значит, должны быть 

тождественно равны и числители: 
 ).()( xSxR =  (3.7) 

Далее применяем один из методов. 
Метод приравнивания коэффициентов. Приравнять коэффициенты при 

одинаковых степенях переменной x в левой и правой частях тождества (3.7) и 
решить полученную систему линейных уравнений относительно искомых 
коэффициентов.  
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Метод частных значений. Придать переменной x в тождестве (3.7) 

поочередно столько конкретных числовых значений, сколько неизвестных 
коэффициентов и решить полученную систему линейных уравнений 
относительно искомых коэффициентов. 

Заметим, что иногда полезно комбинировать оба метода вычисления 
коэффициентов. 

Таким образом, интегрирование рациональной дроби сведется к 
нахождению интегралов от многочлена и от простейших рациональных дробей. 

Пример 1. Найти неопределенный интеграл dx
xxx

xx
∫

+−
+−

43
20135

23

2
.  

Решение. Под знаком интеграла правильная рациональная дробь, 
разложим ее знаменатель на множители: 

Idx
xxx

xxdx
xxx

xx
=

+−⋅

+−
=

+−

+−
∫∫

)43(
20135

43
20135

2

2

23

2
. 

Представим полученную правильную дробь в виде суммы простейших 
дробей: 

⇒
+−⋅

⋅+++−⋅
=

+−

+
+=

+−⋅

+−

)43(
)()43(

43)43(
20135

2

2

22

2

xxx
xCBxxxA

xx
CBx

x
A

xxx
xx  

,)()43(20135 22 xCBxxxAxx ⋅+++−⋅=+−  

,4320135 222 CxBxAAxAxxx +++−=+−  
.4)3()(20135 22 ACAxBAxxx ++−⋅++⋅=+−  

Для нахождения неизвестных коэффициентов A, B и С применим метод 
приравнивания коэффициентов: 









=
=
=

⇒








=
+−=−

+=

2
0
5

420
313

5

:
:
:

0

1

2

C
B
A

A
CA

BA

x
x
x

. 

Тогда:  

.
43

25
)43(

20135
22

2

+−
+=

+−⋅

+−

xxxxxx
xx  

Вернемся к вычислению интеграла: 

=
+−

+=







+−
+= ∫∫ ∫ 43

25
43

25
22 xx

dx
x

dxdx
xxx

I
 

=



















+






 −=+






 −=+−






 −=+−=

2222
2

2
7

2
3

4
7

2
34

4
9

2
343 xxxxx  
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=+
−

⋅+=









+






 −







 −

+= ∫ C
x

x

x

xd
x

2
7
2
3

arctg

2
7

12ln5

2
7

2
3

2
3

2ln5 22
 

Cxx +
−

+=
7

32arctg
7

4ln5 . 

Пример 2. Найти неопределенный интеграл dx
xx

x
∫

−

−
23

4 .  

Решение. Под знаком интеграла правильная рациональная дробь, 
разложим ее знаменатель на множители: 

Idx
xx

xdx
xx

x
=

−⋅
−

=
−
−

∫∫ )1(
44

223 . 

Представим полученную правильную дробь в виде суммы простейших 
дробей: 

⇒
−

+−+−
=

−
++=

−⋅

−

)1(
)1()1(

1)1(
4

2

2

22 xx
CxxBxAx

x
C

x
B

x
A

xx
x  

2)1()1(4 CxxBxAxx +−+−=− . 
Для нахождения неизвестных коэффициентов A, B и С применим метод 

частных значений: 

.
3

4
3

225
4
3

:1
:0
:1









−=
=
=

⇒








+−=−
−=−
=−

−=
=
=

C
B
A

CBA
B

С

x
x
x

 

Тогда:  

.
1

343
)1(

4
22 −
−+=

−⋅
−

xxxxx
x  

Вернемся к вычислению интеграла: 

=
−
−

−+=
−

−+=







−
−+= ∫∫∫∫ ∫∫ −

1
)1(34ln3

1
343

1
343 2

22 x
xddxxx

x
dx

x
dx

x
dxdx

xxx
I  

.4
1

ln1ln34ln31ln3
1

4ln3
31

C
xx

xCx
x

xCxxx +−
−

=+−−−=+−−
−

⋅+=
−

 

Пример 2. Найти неопределенный интеграл dx
x

xxx
∫

+
++
8

162
3

24
.  

Решение. Под знаком интеграла неправильная рациональная дробь, 
выделим ее целую часть, разделив числитель на знаменатель по правилу 
деления многочленов: 

.
8

2
8

162
3

2

3

24

+
+=

+

++

x
xx

x
xxx
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Тогда 

=



 +==

+
+=









+
+=

+
++

∫∫∫∫ )8(
3
1

8
2

8
2

8
162 32

3

2

3

2

3

24
xddxx

x
dxxxdxdx

x
xxdx

x
xxx  

.8ln
3
1

8
)8(

3
1

2
2 32

3

32
Cxx

x
xdx

+++=
+
+

⋅+⋅= ∫  

 
Задания для решения на практическом занятии 
1. Найти неопределенные интегралы. 

1.1 .
44

44
23

dx
xxx

x
∫

+−

−  1.2 .
7

140
23 dx

xx
x

∫
+

−  1.3 .
3

622
2

245
dx

x
xxxx

∫
+

+++
 

1.4 .
)3)(4(
61223

22

2
dx

xx
xxx

∫
++

−++  1.5 .
44

145
23

dx
xxx

x
∫

+−−

−  1.6 .
)1)(1( 22
dx

xx
dx

∫
−+

 

 
Задания для самостоятельного решения 
1. Найти неопределенные интегралы. 

1.1 а) ;
2

23
23

2
dx

xxx
x

∫
++

+
 б) ;

)1)(4( 22

2
dx

xx
x

∫
++

 в) .
4

116
2

24
dx

x
xxx

∫
+

−++
 

1.2 а) ;13
34

2
dx

xx
xx

∫
−

+−−
 б) ;

)102)(2(
405

2

2
dx

xxx
xx

∫
+−+

+−  в) .
1

542 235
dx

x
xxx

∫ +
−−+  

1.3 а) ;
2

273
23

2
dx

xxx
xx

∫
+−

+−
 б) ;

)1)(4(
42

22

2
dx

xx
xx

∫
++

++  в) .
2

942
2

45
dx

x
xx

∫
+

+−
 

1.4 а) ;
)3(

18123
22

2
dx

xx
xx

∫
+

−−  б) ;
)52)(1(

25
22

3
dx

xxx
xx

∫
+−+

++  в) .
1

35 23
dx

x
xx

∫ +
−+  

1.5 а) ;2
23

2
dx

xx
xx

∫
+

++
 б) ;

)52)(1(
53

2
dx

xxx
x

∫
++−

+
 в) .

3
8

2

4
dx

x
x
∫

+

+
 

1.6а) ;
2

23
23

2
dx

xxx
x

∫
++

+
 б) ;

)52)(1(
574

2

2
dx

xxx
xx

∫
++−

++  в) .
1

1102 34
dx

x
xx

∫ +
+−  

1.7 а) ;
)2(

24
3

2
dx

xx
xx

∫
+

+−  б) ;
)136)(4(

96
22

dx
xxx

x
∫

+++

+
 в) .

2
32

2

35
dx

x
xxx

∫
+

−++
 

1.8 а) ;
)1()1(

4
2

2
dx

xx
x

∫
+−

 б) ;525
23

2
dx

xxx
xx

∫
++

++
 в) .

4
6416 23

dx
x

xx
∫ −

+−  

1.9 а) ;
)1)(1(

13
2

2
dx

xx
x

∫
−−

+  б) ;
)52)(1(

772
2

2
dx

xxx
xx

∫
++−

++  в) .
1

242 24
dx

x
xxx

∫ −
−+−  
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1.10 а) ;122
23

2
dx

xx
xx

∫
−

−−
 б) ;

4
28

24

3
dx

xx
xx

∫
+

−+
 в) .

2
163

dx
x

x
∫ −

−  

 
 
3.6 Интегрирование тригонометрических выражений 
 
 
Выражение R(u;v) называют рациональной функцией относительно 

𝑢, 𝑣, если оно получено из любых величин 𝑢, 𝑣 с помощью четырех 
арифметических действий (сложение, вычитание, умножение и деление).    

I. Интегралы вида:  
(sin ; cos ) ,R x x dx∫  

где R – рациональная функция аргументов xsin  и xcos , рационализируются с 
помощью универсальной тригонометрической подстановки:  

tx
=

2
tg . 

В результате этой подстановки имеем: 

,
1

2)arctg2(arctg2 2 dt
t

tddxtx
+

==⇒=  

2

2

2

2

22 1
1

2
tg1

2
tg1

cos,
1

2

2
tg1

2
tg2

sin
t
t

x

x

x
t
t

x

x

x
+
−

=
+

−
=

+
=

+
= , 

.
1

2
1
1;

1
2)cos;(sin 22

2

2 t
dt

t
t

t
tRdxxxR

+
⋅









+
−

+
= ∫∫  

Универсальная подстановка во многих случаях приводит к сложным 
вычислениям, поэтому на практике применяют и другие, более простые 
подстановки, в зависимости от свойств и вида подынтегральной функции. 
Укажем эти случаи.  

1. Если )cos;(sin xxR  – четная функция относительно xsin  и xcos , то есть: 
)cos;(sin)cos;sin( xxRxxR =−− , 

то применяется подстановка tx =tg . При этом используются формулы: 

22
2

2

2

2

2
2

1
1

tg1
1cos,

1tg1
tgsin

tx
x

t
t

x
xx

+
=

+
=

+
=

+
= . 

2. Если )cos;(sin xxR  – нечетная функция относительно xsin , то есть: 
)cos;(sin)cos;sin( xxRxxR −=− , 

то применяется подстановка tx =cos . 
3. Если )cos;(sin xxR  – нечетная функция относительно xcos , то есть: 

)cos;(sin)cos;(sin xxRxxR −=− , 
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то применяется подстановка tx =sin . 

II. Интегралы вида:  
∫ ⋅ xdxx nm cossin  

находят с помощью различных формул тригонометрии, применение которых 
зависит от показателей степеней m и n. Рассмотрим некоторые случаи. 

1. Если m положительно и нечетно, то: 

=⋅−=⋅−=⋅=
−

−− )(cos)(sin)(cos)(sinsin)(sinsin 2
1

211 xdxxdxxdxxxdx
m

mmm  

)(cos)cos1( 2
1

2 xdx
m

⋅−−=
−

; 
далее применяют подстановку tx =cos . 

2. Если n положительно и нечетно, то: 

=⋅=⋅=⋅=
−

−− )(sin)(cos)(sin)(coscos)(coscos 2
1

211 xdxxdxxdxxxdx
n

nnn  

)(sin)sin1( 2
1

2 xdx
n

⋅−=
−

; 
далее применяют подстановку tx =sin . 

3. Если же m и n – положительные и четные, то подынтегральную 
функцию необходимо преобразовать с помощью формул тригонометрии: 

)2sin1(
2
1cos),2cos1(

2
1sin,2sin

2
1cossin 22 xxxxxxx −=−==⋅ . 

III. Интегралы вида 
∫∫∫ ⋅⋅⋅ bxdxaxbxdxaxbxdxax sinsin,coscos,cossin  

находят с помощью следующих формул тригонометрии, соответственно: 

( ) ( )( )βαβαβα ++−=⋅ sinsin
2
1cossin xx , 

( ) ( )( )βαβαβα ++−=⋅ coscos
2
1coscos xx , 

( ) ( )( )βαβαβα +−−=⋅ coscos
2
1sinsin xx . 

Пример 1. Найти неопределенный интеграл ∫ +− xx
dx

cos3sin45
. 

Решение. Для рационализации подынтегральной функции воспользуемся 
универсальной тригонометрической подстановкой. 
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
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=
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=
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2

2

2
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1
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1
2sin
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2
2
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cos3sin45
t
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t
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t
dtdxtx
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=
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=
−⋅+−+⋅

=
+

⋅

+
−

⋅+
+

⋅−
= ∫∫∫

882
2

)1(38)1(5
2

1
2

1
13

1
245
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2

2

2
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dt
ttt

dt
t

dt

t
t

t
t
dx  

=+
−

−=+
−
−

=−−=
−

=
+−

=
−

−∫∫∫ C
t

Cttdt
t

dt
tt

dt
2

1
1
)2()2()2(

)2(44

1
2

22  

.

2
tg2

1

2
2

tg

1
2

tg CxCx
xt +

−
=+

−
−=



 ==  

Пример 2. Найти неопределенный интеграл ∫
+ xx
dx

22 sin4cos3
. 

Решение. Для подынтегральной функции 
xx

xxR 22 sin4cos3
1)cos;(sin
+

=

выполняется условие: 

)cos;(sin
sin4cos3

1
)sin(4)cos(3

1)cos;sin( 2222 xxR
xxxx

xxR =
+

=
−+−

=−− , 

то воспользуемся подстановкой tx =tg . 
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1
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1
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1
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1
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1
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t
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t
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t
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[ ] .
3

tg2arctg
32

1tg
3

2arctg
32

1

2
3

arctg

2
3

1
4
1 CxxtCtCt

+===+=+⋅=  

Пример 3. Найти неопределенный интеграл dx
x
x

∫ 6

5

sin
cos . 

Решение. В данном случае имеем интеграл вида II, в котором m = – 6, n = 5. 

=








−=

=
=

⋅
=

⋅
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xx

xdxdx

x
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x
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x
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4
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sin1cos
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cos)(cos
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coscos
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[ ] =
⋅+−

=
⋅−

===
⋅−

= ∫∫∫ 6

42

6

22

6

22 )21()1(sin
sin

)(sin)sin1(
t

dttt
t

dtttx
x

xdx  

[ ]===+−+−=+
−

+
−
⋅−

−
=






 +−=

−−−

∫ xtC
ttt

Ctttdt
ttt

sin1
3
2

5
1

13
2

5
121

35

135

246  

.
sin

1
sin3

2
sin5

1
35 C

xxx
+−+−=  

Пример 4. Найти неопределенный интеграл dxxx∫ ⋅ 3cos5sin . 
Решение. В данном случае имеем интеграл вида III, в котором a = 5, b = 3. 

=



















+=⋅

⇒++−=⋅
=⋅∫

)8sin2(sin
2
13cos5sin

))sin()(sin(
2
1cossin

3cos5sin
xxxx

xx
dxxx

βαβαβα
 

.
16

8cos
4
2cos8cos

8
1

2
12cos

2
1

2
1)8sin2(sin

2
1 CxxCxxdxxx +−−=+






−+






−=+= ∫  

 
Задания для решения на практическом занятии 
1. Найти неопределенные интегралы. 

1.1 .
sincos32∫ +− xx

dx  1.2 .
cos35∫ + x

dx  1.3 .
cos1

cossin6
∫ +

+ dx
x

xx  

1.3 .
cos5cossin4sin 22∫

+− xxxx
dx  1.4 .

cos36 2∫
− x

dx  1.5 .
cos3sin

tg
22∫

+ xx
xdx  

2. Найти неопределенные интегралы. 

2.1 .
6cos

6sin
4∫ dx

x
xdx  2.2 .cossin 33∫ ⋅ xdxx  2.3 .3sin3cos 22∫ ⋅ xdxx  

2.3 .5cossin∫ xdxx  2.4 .8sin2sin∫ xdxx  2.5 .3cos2cos∫ xdxx  
 
Задания для самостоятельного решения 
1. Найти неопределенные интегралы. 

1.1 а) ;
cossin23∫ +− xx

dx  б) .
sin2cos7 22∫

+ xx
dx  

1.2 а) ;
sin45∫ + x

dx  б) .
cos5cossin4sin 22∫

+− xxxx
dx  

1.3 а) ;
cos3cos∫ − xx

dx  б) .
sin3cos4 22∫

− xx
dx  

1.4 а) ;
cos3sin53∫ ++ xx

dx  б) .
cos9sin 22∫

− xx
dx  

1.5 а) ;
sin2cos1∫ +− xx

dx  б) .
1cos5 2∫

−x
dx  
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1.6 а) ;
cos4sin2∫ ++ xx

dx  б) .
sin27 2∫

− x
dx  

1.7 а) ;
cossin2∫ − xx

dx  б) .
5cos8 2∫

+x
dx  

1.8 а) ;
cossin24∫ ++ xx

dx  б) .
cossin16sin8 2∫

+ xxx
dx  

1.9 а) ;
sin2∫ − x

dx  б) .
cos8sin 22∫

− xx
dx  

1.10 а) ;
cossin24∫ +− xx

dx  б) .
sincos3

cos
22

2

∫
+ xx
xdx

 

2. Найти неопределенные интегралы. 

2.1 а) ;
sin

cos3

∫ dx
x
x

 б) .7cos5cos∫ ⋅ xdxx  

2.2 а) ;sincos 32∫ ⋅ xdxx  б) .3sinsin∫ ⋅ xdxx  
2.3 а) ;2sin2cos7∫ ⋅ xdxx  б) .cos8sin∫ ⋅ xdxx  
2.4 а) ;sincos 24∫ ⋅ xdxx  б) .2cos10cos∫ ⋅ xdxx  

2.5 а) ;3sin3cos5 2∫ ⋅ xdxx  б) .5cos8sin∫ ⋅ xdxx  

2.6 а) ;
cos

sin
4

3

∫ dx
x
x

 б) .5sin4sin∫ ⋅ xdxx  

2.7 а) ;sincos 73∫ ⋅ xdxx  б) .9coscos∫ ⋅ xdxx  

2.8 а) ;sincos 53 5∫ ⋅ xdxx  б) .6sin4sin∫ ⋅ xdxx  

2.9 а) ;
5sin
5cos

4∫ dx
x
x  б) .2sin9sin∫ ⋅ xdxx  

2.10 а) ;cossin 37∫ ⋅ xdxx  б) .3sin2sin∫ ⋅ xdxx  
 
 
3.7 Интегрирование иррациональных функций с помощью дробно-

линейной подстановки 
 
 
Интегралы вида: 

1) ;,...,, 1

1

dxxxxR r

r
n
m

n
m

∫













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2) ;)(,...,)(, 1

1

dxbaxbaxxR r

r
n
m

n
m

∫













++  

3) dx
dcx
bax

dcx
baxxR r

r
n
m

n
m

∫























+
+









+
+ ,...,, 1

1

, 

где R – рациональная функция, NnnZmm rr ∈∈ ,...,,,..., 11 , сводятся к интегралу 
от рациональной функции с помощью подстановки, соответственно 

1) stx = ; 2) ;stbax =+  3) st
dcx
bax
=

+
+ , 

где ),...,( 1 rnnНОКs = . 
Пример 1. Найти неопределенные интегралы: 

а) ;
)4(3∫

+ xx
dx  б) .

112
12

4∫ ++
+ dx

x
x  

Решение.  

а) =
















==

⇒=

==

=

⋅












+

=
+

∫∫
dtttddx

tx

НОКs

xx

dx
xx

dx
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2
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3
13

6)(

,6)2,3(

4
)4(

 

( ) ( ) ( ) =
+
−+

=
+

=
⋅+

=

⋅









+

= ∫∫∫∫ dt
t

tdt
t

t
tt

dtt

tt

dtt
4

446
4

6
4

6

4

6
2

2

2

2

32

5

2
1

63
1

6

5
 

=











=⇒==+⋅−=

+
−=








+
−= ∫∫∫ 6

1
6

22 2
arctg

2
1246

4
246

4
416 xttxCtt

t
dtdtdt

t
 

Cxx +−=
2

arctg126
6

6 ; 

б) ( )

( )
=























=⋅=

⇒−=⇒=+

==

=
++

+
=

++
+

∫∫

dttdttdx

txtx

НОКs

dx
x

xdx
x

x

33

44

4
1

2
1

4

24
2
1

)1(
2
112

,4)4,2(

112

12
112

12  

( )
( )

=








+
−+−+−=

+
=

+
=⋅

+

= ∫∫ 1
11

11
22

1

234
55

3

4
1

4

2
1

4

t
tttt

t
tdt

t
tdtt

t

t  
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=+







+−−+−⋅=








+
−+−+−= ∫ Ctttttdt

t
tttt 1ln

2345
2

1
112

2345
234  

( ) =







+=⇒+== 4

1
4 1212 xtxt  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+++−+−+++−+= Cxxxxx 112ln21212
3
212

2
112

5
2

4
1

2
1

4
3

4
5

 

( ) ( ) .112ln21212
3
212

2
112

5
2 44 344 5 Cxxxxx +++−+−+++−+=  

 
Задания для решения на практическом занятии 
1. Найти неопределенные интегралы. 

1.1 .
14 3∫

+
dx

x

x  1.2 .
16

3

∫
−

dx
x

x  1.3 .
12

12
3

2

∫
+
++ dx

x
xx  

1.3 .
)25(25 3∫

−+− xx

dx  1.4 .
2∫ +

dx
x

x  1.5 .
373∫ −x

xdx  

 
Задания для самостоятельного решения 
1. Найти неопределенные интегралы. 

1.1 а) ;
1 4 3∫
+

dx
x

x  б) .
143

43
3

3
dx

x
x

∫
++

+  

1.2 а) ;
1∫

+
dx

x
x  б) .

113∫ +++ xx
dx  

1.3 а) ;
3 2∫

−
dx

xx

x  б) .
33

3
63 dx

xx
x

∫
−+−

−  

1.4 а) ;
1

1
6

3

∫
+
++ dx

x
xx  б) .

15
415

4 dx
x

x
∫

−
+−  

1.5 а) ;
)1(
1

3∫
+
− dx

xx
x  б) .

14)14(3 2∫
+−+ xx

dx  

1.6 а) ;
28

4

∫
−

dx
x

x  б) .
1313

13
63 dx

xx
x

∫
−+−

−  

1.7 а) ;
13∫ +

dx
x

x  б) .
217

17
6

3
dx

x
x

∫
++

+  

1.8 а) ;
3 3 2∫

+
dx

xx

x  б) .
145

45
4 dx

x
x

∫
−+

+  
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1.9 а) ;
16∫ +

dx
x

x  б) .
32

2
3 dx

x
x

∫
+−

−  

1.10 а) ;
13

3 2

∫
+

+ dx
x

xx  б) .
134

34
8 dx

x
x

∫
−+

+  

 
 
3.8 Определенный интеграл, его свойства и вычисление 
 
 
Пусть на отрезке [ ]ba;  определена непрерывная функция y = f(x). 

Разобьем отрезок [ ]ba;  точками nxxxx ,...,,, 210  на n частичных отрезков 
[ ]1;i ix x− , где bxxxxa n =<<<<= ...210 . На каждом из отрезков [ ]1;i ix x−  

выберем точку ci и составим сумму ∑
=

∆⋅
n

i
ii xcf

1
)( , где 1−−=∆ iii xxx  – длина 

частичного отрезка. Эта сумма называется n-ой интегральной суммой 
функции f(x) на отрезке [ ]ba; ; она зависит от способа разбиения и выбора точек 
ci.  

Если существует предел интегральной суммы при условии, что число 
частичных отрезков стремится к бесконечности, а длина наибольшего из них – 
к нулю, не зависящий от способа разбиения отрезка [ ]ba;  и выбора 
промежуточных точек ci, то говорят, что функция y = f(x) интегрируема по 
Риману на отрезке [ ]ba; , а сам предел называют определённым интегралом 
функции f(x) в пределах от х = а до х = b и обозначают: 

∑∫
=

→∆
∞→

∆⋅=
n

i
ii

b

a nx
n

xcfdxxf
i

1
0max

)(lim)( . 

При этом числа a и b называются соответственно нижним и верхним 
пределами интегрирования. 

Теорема 1 (существования определённого интеграла). Если функция             

y = f(x) непрерывна на отрезке [ ]ba; , то определенный интеграл ∫
b

a
dxxf )(  

существует. 
Геометрический смысл определённого интеграла 
Пусть функция y = f(x) непрерывна при [ ]bax ;∈  и 0)( ≥xf . Фигура, 

ограниченная графиком функции y = f(x), прямыми х = а, х = b и осью Ox, 
называется криволинейной трапецией (рис.3). 
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Рисунок 3 – Криволинейная трапеция 
С геометрической точки зрения определенный интеграл от 

неотрицательной функции численно равен площади криволинейной трапеции. 
Перечислим основные свойства определенного интеграла: 

1) ∫ =
a

a
dxxf 0)( ; 

2) ∫∫ −=
a

b

b

a
dxxfdxxf )()( ; 

3) ∫∫ ⋅=⋅
b

a

b

a
dxxfCdxxfC )()( ; 

4) ∫∫∫ ±=±
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()())()(( ; 

5) ∫∫∫ +=
b

с

с

a

b

a
dxxfdxxfdxxf )()()( ; 

6) если ( )0)(0)( ≤≥ xfxf  при [ ]bax ;∈∀  и ba < , то 0)( ≥∫
b

a
dxxf  









≤∫ 0)(

b

a
dxxf ; 

7) ∫∫ =
−

aa

a
dxxfdxxf

0
)(2)( , если функция y = f(x) четна на [ ]aa;− ; 

8) 0)( =∫
−

a

a
dxxf , если функция y = f(x) нечетна на [ ]aa;− . 

Рассмотрим правила вычисления определенного интеграла. 
1. Формула Ньютона – Лейбница. Если функция f(x) непрерывна на 

отрезке [ ]ba;  и F(x) – ее первообразная, то справедлива формула 
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).()()()( aFbFxFdxxf b
a

b

a
−==∫  

2. Замена переменной в определенном интеграле. Пусть функция                 
y = f(x) непрерывна на отрезке [ ]ba; , функция )(tx ϕ=  определена и 
непрерывна вместе со своей производной )(tϕ′  на отрезке [ ]βα ; , причём для 
любого [ ]βα ;∈t  [ ]bat ;)( ∈ϕ . Тогда, если ba == )(,)( βϕαϕ , то  

∫∫ ′⋅=
β

α
ϕϕ dtttfdxxf

b

a
)())(()( . 

3. Интегрирование по частям. Пусть функции u = u(x) и v = v(x) имеют 
непрерывные производные на отрезке [ ]ba; . Тогда справедлива формула 

∫∫ −=
b

a

b

a

b
a vduuvudv )( . 

Пример 1. Вычислить определенные интегралы:  

а) ;)146(
2

1

2∫ −− dxxx   б) dx
x

x∫ 





 +

4

1

3 . 

Решение. Воспользуемся свойствами 3), 4) определенного интеграла и 
формулой Ньютона-Лейбница. 

а) =−⋅−⋅=−−=−− ∫∫∫ ∫
2
1

2

1

22

1

32

1

2

1

2

1

2

1

22

2
2

3
626)126( xxxdxxdxdxxdxxx    

101314)12()14()18(22 2
1

2

1
22

1
3 =−−=−−−−−⋅=−−⋅= xxx ; 

б) =⋅+⋅=⋅+⋅=





 + ∫∫∫

−
4

1

2
1

4

1

2
3

4

1

2
14

1

2
14

1
22

3
292929 xxdxxdxxdx

x
x  

.46442)12(4)18(646
4

1

4

1
=+=−⋅+−⋅=+= xxx  

Пример 2. Вычислить определенные интегралы:  

а) ;
4

2

1 2∫
− x

xdx   б) ∫ +

2

0 3cos2

π

x
dx . 

Решение. Воспользуемся заменой переменной в определенном интеграле.  

а) =
















=⇒=

=⇒=
−=

=
−

−
−=



 −−==

−
∫∫
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,4

4

)4(
2
1)4(

2
1

4

2
2

1 2

2
2

2

1 2
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x

xdxdxdx
x
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;232
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2
1

2
1 3

2
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2

2
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2
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−
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+

⋅
+

+
−

⋅
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



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
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



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




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




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=

+
=
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=
+ ∫∫ 2

1

0
2

22
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2

2

0 1
2

3
1
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1

1
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2

,00tg0

,
1
1cos

,
1
2

arctg2
2

tg

3cos2 t
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t
t

tx

tx
t
tx

t
dtdx

txxt

x
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ππ

π

 

.
5

1arctg
5

2
5

arctg
5

2
5

2
)1(3)1(2

2
1

0

1

0
2

1

0
22 ==

+
==

+⋅+−⋅
= ∫∫

t
t
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tt

dt  

Пример 3. Вычислить определенный интеграл .)2( 3
3

0
dxex

x

⋅−∫   

Решение. Воспользуемся интегрированием по частям. 

=
















=





==⇒=

=−=⇒−=

=⋅−
∫∫

∫ 3333
3

3

0 3
3

3

)2(2

)2( xxxx
x

exdedxevdxedv

dxxdduxu
dxex  

.615)1(9)63(9)63(33)2(

3

0

3
3

0

3

3

0

3 eeeeedxeex
xxx

−=−−+=−+=−⋅−= ∫  

 
Задания для решения на практическом занятии 
1. Вычислить определенные интегралы. 

1.1 .)5610(
1

0

4 dxxx∫ −+  1.2 .2
2

3

2
2

2
dx

x
x

∫ 







+  1.3 .)4(

8

1

3 dxx∫ +  

1.4 .323

2
2

23
dx

x
xxx

∫
−+  1.5 ( ) .14

1

2

dx
x
x

∫
+  1.6 .12

1
31

1
2 dx

x
x∫

−






 +−
+

 

2. Вычислить определенные интегралы. 

2.1 .)1(
1

1

432 dxxx∫
−

+  2.2 .43
4

0
dxx∫ +  2.3 .cos

6

0

sin dxxe x∫ ⋅

π
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2.4 .
54

1

0
2∫

++ xx
dx  2.5 .122

1
3∫
+
− dx

xx
x  2.6 .

sin21

4

0
2∫

+

π

x
dx  

3. Вычислить определенные интегралы. 

3.1 .ln)16(
2

1

2 dxxx∫ +  2.2 .sin)23(
0

dxxx∫ +
π

 2.3 .
1

0
dxxe x∫ −  

 
Задания для самостоятельного решения 
1. Вычислить определенные интегралы. 

1.1 а) ;)108(
8

1
2

33
dx

x
xx∫ −+  б) ( ) ;ln16

2

1
xdxx

e
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∫
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2

43 2∫
−+ xx

dx  

1.3 а) ;)538(
16

1

4
4 dxx
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xx

x∫
−

−
−+  б) ;2sin

0
∫
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3.9 Геометрические приложения определенных интегралов 
 
 
Рассмотрим некоторые геометрические приложения определенных 

интегралов. 
1. Вычисление площадей плоских фигур 
Пусть плоская фигура D1 ограничена непрерывными линиями ),(1 xfy =  

)(2 xfy = , причем )()( 21 xfxf ≤  для [ ]bax ;∈∀ , и прямыми bxax == ,  (рис. 4). 
 

 
 

Рисунок 4 – Плоская фигура D1 
 

Площадь этой фигуры вычисляется по формуле 

 ( )∫ −=
b

a
dxxfxfS .)()( 12  (3.8) 

Пусть плоская фигура D2 ограничена непрерывными линиями ),(1 ygx =  
)(2 ygx = , причем )()( 21 ygyg ≤  для [ ]dcy ;∈∀ , и прямыми dycy == ,  (рис. 5). 

 

 
 

Рисунок 5. – Плоская фигура D2 
Площадь этой фигуры вычисляется по формуле 

67 
 



   

 ( )∫ −=
d

c
dyygygS .)()( 12  (3.9) 

2. Вычисление длины дуги плоской кривой 
Если дуга кривой задана уравнением )(xfy =  в промежутке [ ]ba;  и 

функция )(xfy =  имеет непрерывную производную в указанном промежутке, 
то длина дуги кривой, содержащейся между точками с абсциссами x = a, x = b 
определяется по формуле: 

 ( )∫ ′+=
b

a
dxxfl .)(1 2  (3.10) 

Если дуга кривой задана уравнением )(ygx =  в промежутке [ ]dc;  и 
функция )(ygx =  имеет непрерывную производную в указанном промежутке, 
то длина дуги кривой, содержащейся между точками с ординатами y = c, y = d 
определяется по формуле: 

 ( )∫ ′+=
d

c
dyygl .)(1 2  (3.11) 

Если кривая задана параметрическими уравнениями x = x(t), y = y(t), 
[ ]βα ;∈t , где x(t), y(t) – непрерывно дифференцируемые функции, а α  и β  – 

значения параметра t, которые соответствуют концам дуги, то длина дуги 
кривой определяется по формуле: 

 ( ) ( )∫ ′+′=
β

α
.)()( 22 dttytxl  (3.12) 

3. Вычисление объемов тел вращения 
Пусть плоская фигура, ограниченная прямыми x = a, x = b и кривыми 

),(1 xfy =  )(2 xfy = , причем )()( 21 xfxf ≤  для [ ]bax ;∈∀ , вращается вокруг оси 
Ox (рис. 6). Объем полученного тела вращения вычисляется по формуле 

 ( )∫ −=
b

a
ox dxxfxfV .)()( 2

1
2

2π  (3.13) 

 

  
 

Рисунок 6 – Вид тела вращения 
вокруг оси Ox 

 
Рисунок 7 – Вид тела вращения 

вокруг оси Oy 
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Пусть плоская фигура, ограниченная прямыми y = c, y = d и кривыми 
),(1 ygx =  )(2 ygx = , причем )()( 21 ygyg ≤  для [ ]dcy ;∈∀ , вращается вокруг оси 

Oy (рис. 7). Объем полученного тела вращения вычисляется по формуле 

 ( )∫ −=
d

c
Oy dyygygV .)()( 2

1
2
2π  (3.14) 

Пример 1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  

.1,5,0,1,1 2 ===−= xx
x

yxy  

Решение. Фигура имеет вид, изображенный на рисунке 8. 
 

 
 

Рисунок 8 – Вид плоской фигуры 
Для нахождения площади воспользуемся формулой (3.8): 
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Пример 2. Вычислить длину дуги кривой .5,00),1ln( 2 ≤≤−= xxy  
Решение. Воспользуемся формулой (3.10). Сначала найдем производную 

функции: 

( ) .
1

2)2(
1

1)1ln()( 22
2

−
==−⋅

−
=

′
−=′

x
xx

x
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Пример 3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 

Ox фигуры, ограниченной линиями 2

2
1 xy =  и 0322 =−+ yx . 

Решение. При вычислении объемов тел вращения нет необходимости 
изображать сами тела; достаточно построить только фигуры, которые будут 
вращаться. Найдем точки пересечения линий, для чего решим систему 
уравнений: 
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Вид фигуры, которая будет вращаться вокруг оси Ox, представлен на 
рисунке 9.  

 
 

Рисунок 9 – Вид фигуры для вращения 
Воспользуемся формулой (3.13): 
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Задания для решения на практическом занятии 
1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями. 

1.1 .1,122 −=+= xyxy  1.2 .2,12 yxyx =+=  
1.3 .0,8,3 === xyxy  1.4 .,1,0,ln 2exyyxy ====  

2. Вычислить длину дуги кривой, заданной уравнением. 

2.1 .20,
2

3
≤≤

++
=

−
xeey

xx
 2.2 .1,ln

2
1

4
1 2 eyyyx ≤≤−=  

2.3 .
46),sin(cos

),sin(cos ππ
≤≤







−=

+=
t

ttey

ttex
t

t
 2.4 .30

,3

,3
3

2
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





−=

=
t

tty

tx
 

3. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры Ф вокруг оси 
Ox и Oy. 

3.1 Ф: .2,
2
1,0,1

==== yyx
x

y  3.2 Ф: .0,1,1,12 ==−=+= yxxxy  

 
Задания для самостоятельного решения 
1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной указанными линиями. 

1.1 .02,2 =−+= yxyx  1.2 .03,12 =−++= yxxy  
1.3 .043,3 =−+= yxxy  1.4 .054,3 =−−−= yxxy  
1.5 .2/1,2,/2 2 === xxyxy  1.6 .02,42 =+−+−= yxxy  
1.7 .02, =++−= yxxy  1.8 .3,062, ==−+= xyxxy  
1.9 .01,12 =−−−= yxyx  1.10 .1,046,3 ==−−= xyxxy  

2. Вычислить длину дуги кривой, заданной уравнением. 

2.1 .40,2
3

≤≤= xxy  2.2 .
3

0,cosln π
≤≤= yyx  

2.3 .ln0
,sin

,cos
π≤≤
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2
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,cos2 π
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
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=
=

t
ty
tx
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tx
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tx
 

2.7 .02, =++−= yxxy  2.8 .3,062, ==−+= xyxxy  
2.9 .01,12 =−−−= yxyx  2.10 .1,046,3 ==−−= xyxxy  
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