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АННОТАЦИЯ
Технологический	процесс	можно	исследовать,	опираясь	на	данные	по	преобразованию	распределений	

характеристик	обрабатываемого	волокнистого	материала.	Модель	преобразования	распределения	мо-
жет	использоваться	как	инструмент	для	управления	и	оптимизации	процесса.

Рассмотрим	технологический	 процесс	 как	 неоднородный	 дискретный	Марковский	 вероятностный	
процесс.	Авторами	предложена	вероятностная	модель	преобразования	распределения	некоторой	коли-
чественной	характеристики	волокон	в	потоке	волокнистого	материала	в	технологическом	процессе.	
Преобразование	распределения	волокнистого	материала	в	этом	процессе	основано	на	весовой	функции,	
связывающей	распределения	характеристик	волокон	и	волокнистого	материала	до	и	после	процесса.

С	помощью	дискретизации	модели	найдена	матрица	преобразования.	В	статье	рассмотрены	различ-
ные	методики	решения	задачи	оценивания	весовой	функции	преобразования.

В	 качестве	 алгоритма	 оптимального	 оценивания	 элементов	матрицы	 преобразования	 предложен	
адаптивный	случайный	поиск.	Установлено,	что	качество	оценивания	зависит	от	априорной	информа-
ции	о	процессе.

Разработанная	модель	для	описания	преобразований	характеристик	волокнистого	материала	в	тех-
нологическом	 процессе	 дает	 возможность	 изучить	 особенности	 взаимодействия	 волокон	 с	 рабочими	
органами	машин	и	позволяет	управлять	и	оптимизировать	режим	этого	взаимодействия.

Ключевые слова: волокно;	волоконный	материал;	технологический	процесс;	распределение;	дискрет-
ная	цепь	Маркова.
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ABSTRACT
The	technological	process	can	be	studied	based	on	data	on	the	transformation	of	the	distributions	of	characteristics	

of	the	processed	fibrous	material.	The	model	of	distribution	transformation	can	be	used	as	a	tool	for	process	control	
and	optimization.

We	view	the	technological	process	as	a	heterogeneous	discrete	Markov	probabilistic	process.	The	authors	proposed	
a	probabilistic	model	for	transforming	the	distribution	of	a	particular	quantitative	characteristic	of	fibers	in	the	flow	
of	fibrous	material	in	the	technological	process.	The	transformation	of	the	fiber	material	distribution	in	this	process	
is	predicated	on	a	weighting	function	relating	the	distributions	of	fiber	and	fibrous	material	characteristics	before	
and	after	the	process.

Through	discretization	of	the	model,	the	transformation	matrix	was	determined.	The	article	discusses	various	
methods	for	solving	the	problem	of	estimating	the	weighting	transformation	function.

An	adaptive	random	search	is	proposed	as	an	algorithm	for	optimal	estimation	of	transformation	matrix	elements.	
It	has	been	established	that	the	quality	of	the	assessment	depends	on	a	priori	information	about	the	process.
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The	 formulated	 model	 for	 describing	 the	 transformations	 of	 the	 characteristics	 of	 fibrous	 material	 in	 the	
technological	process	enables	the	study	of	the	features	of	the	interaction	of	fibers	with	the	working	parts	of	machines	
and	facilitated	the	control	and	optimization	of	the	mode	of	this	interaction.
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Поток волокнистого материала (ВМ), подвер-
гаемого обработке в технологическом процессе 
(ТП), может быть описан совокупностью распре-
делений его характеристик: длины, тонины, рас-
прямленности, ориентации, прочности волокон, 
доле сорных примесей, влажности и т. п. В ре-
зультате взаимодействия с рабочими органами 
машины в ТП распределения значений некото-
рых характеристик потока изменяются. Поэтому 
по преобразованию распределения можно оце-
нивать процесс и управлять им. 

Обычно для оптимизации процесса использу-
ют статические регрессионные модели, связыва-
ющие математические ожидания характеристик 
ВМ. Для управления пользуются передаточными 
функциями, описывающими в линейном при-
ближении динамику преобразования усреднен-
ных характеристик потока ВМ [1]. Практическая 
значимость рассматриваемой ниже модели 
преобразования распределения заключается в 
возможности использования ее как инструмента 
для синтеза управления и оптимизации процес-
са наряду с указанными выше методами. Одна-
ко реализация этой задачи выходит за пределы 
данной статьи.

Рассмотрим модель преобразования распре-
деления некоторой характеристики волокнисто-
го материала и возможные методы её получе-
ния. В линейном приближении преобразование 
распределения можно представить интегралом

.            (1)

В этой формуле f0(y) и f1(x) – распреде-
ления некоторой характеристики волокнистого 
материала до и после процесса, h(x,y) весовая 
функция преобразования. Задача заключается 
в оценке этой весовой функции при известных 
оценках распределений.

При некоторых дополнительных предполо-
жениях о свойствах весовой функции задача 

решается аналитически. Если предположить, что 
весовая функция зависит только от разности 
своих аргументов

,                  (2)

то интеграл (1) представляет собой свертку [2], 
которая в изображениях функций по Лапласу 
приводит к решению задачи

,                   (3)

где F0(s), F1(s) и H(s) – изображения по Лапла-
су, соответственно, распределений f0(y), f1(x) и 
весовой функции h(z = y – x).

Например, длина и тонина волокон шерсти 
имеют распределения, близкие к классу гам-
ма-распределений [1] 

 .)

Для этого примера полученная с помо-
щью формулы (3) и обратного преобразования 
Лапласа весовая функция равна

 .)

В этом выражении δ(z) – дельта-функция Ди-
рака.

Однако, условие (2) для преобразования (1) в 
интеграл свертки, как правило, не выполняется, а 
распределения f0(y) и f1(x) известны прибли-
женно, по результатам экспериментов, обычно в 
виде гистограмм. Поэтому преобразуем задачу в 
дискретную форму аналога уравнения (1)

.     (4)

В этой формуле P0(k) и P1(j) – дискретизи-
рованные (полученные с помощью гистограм-
мы) оценки распределений характеристики ВМ. 
Например, это оценки распределений длины 
волокон до и после процесса взаимодействия 
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с рабочими органами машины, h(j,k) – весо-
вая функция, связывающая k-й интервал гисто-
граммы распределения P0(k) до процесса с j-м 
интервалом гистограммы распределения P1(j) 
после процесса.

Оценку значений весовой функции при из-
вестных из эксперимента значениях распреде-
лений можно получить по критерию наимень-
ших квадратов или другому, более робастному 
критерию [3]. Ниже приведены два критерия: 
критерий наименьших квадратов и минимакс-
ный критерий

(5)

(6)

Оценки вероятностей и весовой функции 
удовлетворяют естественным условиям нор-
мировки

(7)

и условиям неотрицательности P0(k) ≥ 0 и  
P1(j) ≥ 0.

Поскольку количество варьируемых коэффи-
циентов велико (~N2), то для поиска решения был 
использован адаптивный случайный поиск [4] с 
варьированием значений h(j,k) в начальных 
пределах [0; +10] с последующим многократным 
сжатием интервала вокруг уже найденного наи-
лучшего на текущий момент поиска решением.

Алгоритм поиска оптимальных оценок эле-
ментов весовой матрицы – матрицы вероятно-
стей переходов – включал следующие шаги:

1. Задание параметров: числа пробных реше-
ний Npovt, числа шагов адаптации области по-
иска Nad, коэффициента сжатия области поиска 
b, векторов распределений P0 и P1, середины 
области поиска – «начальной» весовой матрицы  
MH – и матрицы «начальных» среднеквадрати-
ческих отклонений SH.

2. Расчет начального значения критерия оп-
тимальности оценки по формулам (5) или (6). 
Сохранение начального решения как «опти-
мального»: Hopt = MH и значения критерия 
Wqopt (или Wmopt).

3.  Для ad = 1, …, Nad выполнить:
Для povt = 1, …, Npovt выполнить
A. Генерация пробного решения – элементов 

матрицы ||h(j,k)|| – с использованием генерато-
ра нормально распределенных чисел со средни-
ми значениями из матрицы MH и среднеквад-
ратическими значениями из матрицы SH.

B. Вычисление для пробных решений значе-
ний критерия оптимальности, сравнение их с 
Wqopt (или Wmopt) и сохранение наимень-
шего из них с соответствующим ему пробным 
решением в качестве текущего «оптимального» 
решения.

Адаптация: перемещение центра поиска в 
наилучшую найденную точку MH = Hopt и сжа-
тие области поиска – уменьшение в b раз эле-
ментов матрицы среднеквадратических откло-
нений SH ← SH/b.

4. Вывод результатов поиска: ||h(j,k)|| = Hopt 
и минимального значения критерия оптималь-
ности Wqopt (или Wmopt).

Для проверки предлагаемой методики оце-
нивания весовой функции были выбраны мо-
дельные распределения: для P1(k) нормальное 
распределение с математическим ожиданием 
26 мм и коэффициентом вариации 20 %; для 
P0(j) экспоненциальное распределение с мате-
матическим ожиданием 20; по распределениям 
построены их дискретные аппроксимации – ги-
стограммы с количеством интервалов 51; общее 
количество повторных пробных вариантов весо-
вой функции – матрицы h(j,k) при случайном 
адаптивном поиске 105. Модельные распреде-
ления сильно отличаются друг от друга, что яв-
ляется наиболее сложным вариантом для прове-
ряемого метода оценивания. 

Результаты решения задачи показаны на ри-
сунке 1. Значения P0(k) и P1(j) отмечены как 
«Распределение до ТП» и «Распределение после 
ТП». Поскольку метод оценивания предполагает 
возможность априорного задания вида весовой 
функции, то сравнивались два варианта моделей 
весовой функции. В первом варианте пробные 
значения весовой функции генерировались как 
равномерно распределенные случайные числа 
с адаптацией области генерации в зависимо-
сти от наилучшего, достигнутого на предыдущих 
испытаниях, результата. Этот вариант, по сути, 
означает отсутствие априорной информации о 
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весовой функции.  Во втором варианте для опи-
сания априорной информации о весовой функ-
ции была принята форма

. (8)

В этом выражении при случайном поиске за-
давались случайные значения коэффициентов 
формы c1, c2, которые адаптировались с учетом 
наилучших, ранее найденных значений. 

Проверка качества подбора весовой функции 
h(j,k) оценивалось путем сравнения модельно-
го распределения Pe, вычисленного по формуле 
(4) с заменой P1 на Pe, с выбранным модельным 
распределением P1. Графики модельных рас-
пределений по двум сравниваемым вариантам 
показаны на рисунке 1 и обозначены как «Мо-
дельное распределение, H – unif» и «Модельное 
распределение, H – exp».

Рисунок	1	–	Исходные	и	модельные	распределения

Из полученных результатов следует, что ис-
пользование априорной информации о весовой 
функции в виде формы (8) позволило существен-
но улучшить качество оценки весовой функции, 
притом, что при полном отсутствии информации 
(вариант 1) качество подбора весовой функции 
также является достаточно удовлетворительным 
и пригодным для изучения и управления ТП.

При использовании модели (1) или ее дис-
кретного варианта (4) следует обязательно 
учитывать, что в большинстве технологических 
процессов происходит потеря части обрабаты-
ваемого материального потока, которая уходит в 
отходы и не участвует в последующих процес-
сах. Это, например, непрядомое, очень короткое 
или поврежденное волокно, сорные примеси, 
которые отделяются от массы прядомых волокон 
и выводятся из процесса. 
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Учет этого обстоятельства в модели означает, 
что распределения общей массы волокнистого 
материала на входе и выходе технологического 
перехода рассчитываются на разные массы во-
локнистого материала. Например, в соответствии 
с условием нормировки распределения должны 
выполняться следующие соотношения

,       (9)

причем должны выполняться равенства

.     (10)

В этих формулах M0 и M1 – массы волокни-
стого материала до и после процесса обработки, 
а m0(k) и m1(j) – массы материала, приходя-
щиеся на, соответственно, на k-й и j-й диапазо-
ны значений рассматриваемой характеристики, 
например,  длины волокон.

В силу сказанного выше, величина M0 больше 
M1. На моделях (1) и (4) это обстоятельство не 
сказывается, поскольку весовые функции оцени-
ваются в относительных величинах. Однако, при 
оценке перераспределения массы волокнистого 
материала между диапазонами значений харак-
теристики изменения абсолютных величин мас-
сы, проявляющееся в различии между m0(k) и 
m1(j), может оказаться важным.

Один из формальных способов учета изме-
нения общей массы волокнистого материала по 
переходам производства в рассматриваемой 
модели преобразования распределений этой 
массы заключается в следующем. В число диапа-
зонов, на которые разделяются возможные зна-
чения исследуемой характеристики, включают 
дополнительные диапазоны, попадание в кото-
рые означало бы уход соответствующей части 
волокнистого материала из потока обрабатыва-
емого материала в категорию отходов. 

Иными словами, в распределение массы во-
локнистого материала включаются не только 
диапазоны распределения перерабатываемого 

материала, но и потоки материала, уходящего в 
отходы и не участвующего в дальнейшей пере-
работке. Тем самым можно обеспечить выполне-
ние нормировки распределений, выраженных 
не только в долях массы, но и в абсолютных зна-
чениях массы.

Рассмотрим теперь возможность использо-
вания описываемой модели преобразования 
распределения некоторой характеристики во-
локнистого материала, например, распределения 
длины волокон, в нескольких последовательных 
переходах. Легко видеть, что такое преобразова-
ние распределения образует Марковскую цепь. 
Действительно, преобразование распределения 
волокнистого материала, по длине на k-м пере-
ходе fk-1(x) → fk(x) зависит только от распре-
деления fk-1(x) и не зависит непосредственно, в 
явном виде, от распределений на предшествую-
щих переходах

(11)

.               (12)

Заметим, что, хотя преобразование волокни-
стого потока можно рассматривать как дискрет-
ную Марковскую цепь. Эта цепь имеет конечное 
число «шагов», равное числу производственных 
переходов, и является неоднородной цепью, по-
скольку на каждом «шаге» цепи весовая функ-
ция, или в дискретном виде, матрица вероят-
ностей переходов, уникальна, т. е. меняется от 
перехода к переходу.

Марковское свойство преобразования рас-
пределений позволяет определять весовую 
функцию преобразования распределения для 
нескольких переходов через последовательное 
интегрирование весовых функций отдельных 
переходов. Например, весовая функция преоб-
разования распределения fk-2(x) → fk+2(x)  
равна (12).

В случае, если интегралы (1) являются сверт-
ками для всех переходов, то интегралы в (12) 
легко вычисляются через произведение изобра-
жений весовых функций (13).

.                        (13)
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К сожалению, представление преобразова-
ния распределения сверткой практически всегда 
не реализуемо. Поэтому более перспективным 
является метод дискретизации распределений и 
оценки матриц вероятностей перехода описан-
ным выше методом. 

В этом случае преобразование дискретного 
распределения волокнистого потока сразу за 
несколько переходов можно описать соответ-
ствующей матрицей вероятностей перехода. 
Например, преобразование на k-1, …, k+1–м 
переходах можно описать матрицей

(14)

или в матричной форме

.                 (15)

Таким образом, располагая весовыми функ-
циями или матрицами преобразования распре-
делений для каждого перехода, можно найти 
весовую функцию или матрицу вероятностей 
перехода для любого подмножества последова-
тельных переходов и для всей цепочки перехо-
дов производства.

В ряде случаев благодаря конструкции маши-
ны и особенностям осуществления на ней техно-
логического процесса, как, например, это имеет 
место для валичных и шляпочных кардочесаль-
ных машин, процесс обработки потока волокни-
стого материала в пределах одной машины или 
даже одного узла можно рассматривать после-
довательные переходы обработки. В этом случае 
построенная схема моделирования переходов 
может быть применена к процессам на одной 
машине.

ВЫВОДЫ
1. Предложена вероятностная модель преоб-

разования распределения некоторой количе-
ственной характеристики, например, длины 
волокон, волокнистого материала в технологи-
ческом процессе. Модель основана на представ-
лении о технологическом процессе как неодно-
родном дискретном Марковском вероятностном 
процессе.

2. Преобразование распределения волокни-
стого материала основано на использовании 
весовой функции, связывающей распределения 

характеристик волокон и/или волокнистого ма-
териала до и после процесса.

3. Предложена и реализована на примере 
дискретизация модели, позволившая найти чис-
ленным методом весовую функцию в виде мат-
рицы преобразования. 

4. Рассмотрены методики аналитического и 
численного решения задачи оценивания весо-
вой функции преобразования.

5. Для определения матрицы преобразования 
предложены критерии и алгоритм оптималь-
ного оценивания элементов матрицы преоб-

разования – алгоритм адаптивного случайного 
поиска оптимальной оценки весовой функции. 
Приведены примеры результатов двух вариан-
тов оценивания – при отсутствии и при наличии 
априорной информации о весовой функции. По-
казано, что качество оценивания слабо зависит 
от априорной информации о процессе.

6. Предлагаемая модель для описания преоб-
разований характеристик волокнистого матери-
ала в процессе его переработки позволяет более 
глубоко изучить особенности взаимодействия 
волокон с рабочими органами машин и позво-
ляет управлять и оптимизировать режим этого 
взаимодействия.

7. Преимущество предлагаемого метода опи-
сания технологического процесса основано на 
относительной простоте получения оценок рас-
пределений характеристик волокнистого мате-
риала, например, длины волокон, и автоматиза-
ции вычисления весовой функции. Практическая 
значимость метода заключается в возможности 
прогнозирования работы технологического обо-
рудования по переходам, контроля его эффек-
тивности не только по усредненным показате-
лям, но и в целом по распределениям.
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