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Применение обобщенного метода Фурье 

в задаче полого волновода 

треугольного сечения 

Наглядным примером реализации преимуществ обобщенного метода Фу­

рье (ОМФ) [1] перед классическим при решении прикладных задач электро­

динамики является задача полого волновода треугольного сечения (рис. ), 
оболочка которого принимается за идеально проводящую, а внутренняя сре­

да является однородной. Такая модель в большинстве случаев оказывается 

удовлетворительной для практических расчетов. При необходимости она 

уточняется путем учета потерь в металле. 
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Рис. 

Поиск векторов электромагнитного поля обычно замыкается на рассмот­

рение уравнения Гельмгольца, которому должны удовлетворять компоненты 

этих векторов: 

82F(x,y,z) 82F(x,y,z) 82F(x,y,z) k2F( ) _ о (1)
---'--:-'2'---'-+ 2 + 2 + х, у, z - . 

дх ву дг 

Пространственная задача о распространении волн в подобной продольно­

однородной структуре сводима к решению двумерного уравнения Гельмголь­

ца путем классического отделения переменной z, т.е. представления искомой 

функции в виде: 

F(x,y,z) = f(x,y)Z(z). (2) 

Уравнение для f(x,y) при этом принимает вид: 
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f(~,Y) + Af(x,y) =О . (3) 
дх ду 

Здесь неизвестна не только функция f(x,y), но и параметр А, имеющий 

смысл поперечного волнового числа. Само по себе уравнение (3) не имеет 

определенных решений с физической точки зрения. Необходимо поставить 

краевую (граничную) задачу. Известно из [2], что для определения семейства 
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Е-волн той или иной направляющей структуры с однородной средой и при 

идеализации проводящих границ надо найти решения краевой задачи, со­

держащей, помимо уравнения (3), условие: 

f(x, у) =о на L, (4) 
где под L понимается идеально проводящий контур поперечного сечения по­

лого волновода или совокупность контуров в более сложных случаях. В на­

шем примере, как видно из рисунка, в качестве L выступает прямоугольный 

равнобедренный треугольник. Применяя для решения этой краевой задачи 

классический метод Фурье, Т.е. представляя искомую функцию в виде: 

f(x,y)=X(x)Y(y)	 (5) 

можем получить следующее общее решение для рассматриваемого уравне­

ния: 

=С sin(Axx) + С2 COS(AxX)
{ 
Х(Х) ! 

(6)
У(у) = Сз sin(Ayy) +С4 COS(AyY) 

Неопределенные константы, содержащиеся в данном решении, должны 

быть определены из граничных условий, но получаемая при этом система 

уравнений не имеет нетривиальных решений. Следовательно, решение (6) не 

удовлетворяет поставленной краевой задаче. Можно пойти по пути расчле­

нения замкнутого контура на отрезки, что безусловно вызовет увеличение 

количества краевых задач, требующих решения. Этого можно избежать, ис­

пользуя оме. 

Представляя	 искомую функцию в виде: 

f(x,y)=XJ(x)~(y)+X2(x)Y;(y) (7) 

уравнение (3) приводится билинейному виду: 

2 
a X 12(X) +AXl(X)]Jo;(y)+(a2X22(X) +АХ (Х)]У; (у) +

(	 2
дх	 . дх 

(8) 

Х () a2Jo; (y ) Х	 ( )д
2

У; (у) =0 
+ 1 Х ду2 +	 2 Х ду2 ' 

На следующем этапе применения амФ необходимо построить матрицу 

функций билинейного уравнения, которая в нашем случае выглядит следую­

щим образом: 

1 (д' ~(x) +АХ, (х)] у, (у) 

2 (д':.;,(х)+АХ,(х)] у'(у) 
(9) 

! 
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3 Х (х) a ~y) 
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д
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у; (у)
 

4 Х2 (х) ду2 

Следуя теории реализации амФ [1], используя эту матрицу, можно по­

строить следующие системы разделенных уравнений: 
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(1О) 

(11) 

( д
2 
Xj(X) ) (д 

2 
Х2(Х) )X 2(x ) - a4.1 дх2 +лХj(х) -а4. 2 дх 2 +лХ2(х)­

-а4 .зХj(х) =0 

д2У2(У) (12)
1; (у) + а4. ! ду2 =О 

д2У2(У) 
У2 (у) +а4. 2 ду2 = О 

д 2 
1; (у) д2У2 (у) О 
ду2 

+а ­
4.3 ду2 ­

Приведенные системы отличаются функциями, входящими в их базис, и их 

количеством. Анализ ЭТ~Х систем указывает, что только система (11) может 

иметь решения, у,о.lJsлетворяющие требованию линейной независимости ис­

комых функци~. по каждой переменной. Решение системы (11) при условии 

аЗ . 2 ::::: О, а".1 =О имеет следующий вид: 

126 



( g:;н ) (~]
X\(X)=C1 sin V~X +C2 COS V~X 

Х2 (х) = Сз sin (V~X~ ] +C4 COS (~]V~X 
(13) 

у'(х) ~ с, Sin(.1:" J+c, cos(.1~, J 

у, (х) ~ С, 'in( .1:'2 J+(~ со{ .1:.2 J 
Это решение содержит восемь неопределенных коэффициентов и постоянные 

разделения а 4 . 2 , которые должны быть определены из граничных условий,аз.2 ,
 

Условие по оси х, имеющее вид '(х,О);О, приводит к уравнению:
 

C\C6sin (V~X~ ] +C2C6COS [~]V~X + 

(14), 

+СзСssiп ( ~ ] V~X =0V~X +C4CScos (~] 
из	 которого следует: С6 = о, Сз = о . 

Условие по оси у, имеющее вид '(О,у)=О, приводит к уравнению: 

(15),с,е, 'Ш ( .;:,' J+ С,С, sin( ';:'2 J~ о 
из которого полагаем: С2 =о, СЗ =О 

Условие по гипотенузе рассматриваемого треугольника, имеющее вид '(у­

а,у)=О, приводит к уравнению: 

С, 'in(~a,~~: i (у -а)JС, sin(.;:" J+ с. sin(~a.:~: i (у -а)Jc, sin( ';:'2 J~. 
которое может быть преобразовано к виду: 

ClCs sm -- 3.1 COS ., [ У J. sm (~A-lу J (~A-l3.1 й)'-'1F:: а3 . 1 a3.i 

-СРs sin -- 3.1 yjsin аУ Jcos (~A-l '\ (~A-l3.1 J+[ F:: 03.1 аз . l 
(16) 

+С4С7 Sin(-Y_1sinl(Ja'2A- iyJcos(Ja'2 A - iaJ­
'/!t4.2 ) а4 .2 а4.2 

-C4~ sin(.;:'2 Jcos(~a'~2-iy }ш[ (:~2-i+О . 
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Решая данное тригонометрическое уравнение можно обратить его в тождест­

во при следующих ограничениях на неопределенные постоянные: 

а2 а2 1(2 ( т2 +n2)
а4 .2 = 2 2 2' аз.] = 2 2 2' Л = 2 ' 1т - nl =2k (17),

ла -1( т ла -1( п а 

где к.п.т - целые ненулевые числа. 

При этих ограничениях искомая функция принимает следующий вид: 

f(х,у) ~ +in("Х; }in( ,,~m J~Sin( ,,:m}in(,,;nJ) (18), 

где С - неопределенная амплитудная константа, появившаяся вследствие 

следующих обозначений: c]cs =с, С4С7 = -с . 
Возвращаясь к первоначально поставленной задаче об определении 

семейства Е-волн рассматриваемой направляющей структуры, согласно [2], в 

качестве '(х,у) выступают собственные функции E'"nz , имеющие смысл про­
дольной компоненты напряженности электрического поля для волны, опре­

деляемой выбором чисел т и n. Этим собственным функциям соответствуют 

собственные значения Атn из выражения (17). Полное электромагнитное поле 

для этого волновода может быть определено из зависимостей поперечных 

компонент от E'"nz и A.mп, вытекающих из уравнений Максвелла. 
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SUMMARY
'N article is considered using generalized method о, division variabIe "n applied 

pгobIems вп e/ectromagnetism. The advantage is shown оп example о, determina­
tion о, (amily E-waves directing structure triangular section over classical method о, 

division variabIe at decision о, margina/ ргоЫеm (ог двухмерного equation Гельм­
гольца. 
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