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Найдены и обоснованы правила, позволяющие снять переопределенность систем обыкновенных 

дифференциальных уравнений при использовании обобщенного метода Фурье для поиска аналитических 

решений широкого спектра задач прикладной физики. 

 

Обобщенный метод Фурье (ОМФ) [1], развиваемый авторами и исходящий из классического ме-

тода Фурье разделения переменных, представляется многообещающим для расширения круга аналитиче-

ски решаемых задач прикладной физики (электродинамика, акустика, явления переноса и т.д.).  

Напомним, что рассматривается уравнение вида: 

   yxUyxL ,,  ,                                                                   (1) 

где  yx,  – искомая функция;  yxU ,  – неоднородность; L  – дифференциальный оператор.  

При допущениях 
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и предположении о разделимости оператора L:  
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уравнение (1) приобретает вид билинейного функционального: 
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Заметим, что оператор (4) в общем случае является нелинейным. Однако во многих случаях, важных 

с точки зрения решения прикладных задач, в операторах вида (4) нетрудно выделить линейную часть: 
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Соотношение (6) означает, что из l  пар операторов yixi LL ,  точно m  пар  yixi LL
~

,
~

 являются ли-

нейными, а остальные n  пар 






  lmnnjLL yjxj ,,1,
~~

,
~~

 в общем случае нелинейны. 

Представляя (5) в матричном виде, получаем 

.0gf
T

                                                                          (7) 

При этом 

,tnSmN                                                                       (8) 



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Математика                                                                                      № 4 

 

 27 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

,

...

...,,,
~~

...

...,,,
~~

~
...

~
...

~
...

~

;

...

...,,,
~~

...

...,,,
~~

~
...

~
...

~
...

~

1

21

211

1

1

11

1

21

211

1

1

11













































































































t

Syn

Sy

Sym

ym

Sy

y

t

Sxn

Sx

Sxm

xm

Sx

x

YYYL

YYYL

YL

YL

YL

YL

XXXL

XXXL

XL

XL

XL

XL

























gf     (9) 

T
f  – матрица, транспонированная к f .  

В 1 установлено, что для нахождения решений уравнения (5) необходимо и достаточно решить 
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 систем обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) вида 

     0,0  gAfAE
T rr ii .                                                          (10) 

Здесь E  единичная матрица порядка N ; Nr ,1 ,  riA  – матрица размерности NN  ,  riT
A  – мат-

рица, транспонированная к  riA , элементы которой определяются следующим образом: 
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где ji  – произвольные числовые коэффициенты;    rr ji ,  – упорядоченные целочисленные множества, 

такие, что 
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Ввиду 1, решение систем (10) может быть представлено как 
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где  
skk

ri ,...,1
A ,  

skk
ri ,...,1

T
A  – матрицы, образованные столбцами skk ,...,1  матриц  riA ,  riT

A  соответ-

ственно;    xFxF r,...,1  произвольная линейно независимая система функций, а     yGyG rN,...,1  про-

извольная система функций. 
Таким образом, любое решение уравнения (5) можно представить в виде (14) при соответствую-

щем выборе матрицы  riA и системы функций    xFxF r,...,1 ,    yGyG rN,...,1 с указанными свойствами, 

и наоборот, всякая система функций, имеющая вид (14), является решением уравнения (5). Для нахожде-

ния всех решений уравнения (5) необходимо решать 
N2  систем переопределенных обыкновенных диф-

ференциальных уравнений. При этом возникает следующая сложность: в каждой системе имеется 
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  rrN   постоянных разделения ij , подлежащих дополнительному определению. В итоге получен-

ные в [1] результаты оказываются малопригодными к практическому применению из-за своей громозд-
кости и сложности. 

Заметим, что эти недостатки ОМФ были значительно устранены в 2, где установлено, что раз-

личные матрицы  riA  для одного и того же r  подобны.  

Данный факт исключает необходимость рассмотрения всей совокупности из 2N
 систем обыкно-

венных дифференциальных уравнений и позволяет ограничиться решением не более чем )2( N  систем 

вида (10). Дальнейшим приближением к практическому использованию, алгоритмизации, а следователь-
но и реализации ОМФ на ЭВМ, стало уменьшение количества решаемых систем ОДУ до числа SN 2 , 

обоснованном в [3]. 
Остается открытым вопрос о значениях параметров   из (11). Наличие в каждой системе (10) такого 

большого количества неопределенных параметров разделения делает их переопределенными. В итоге при 
решении конкретных задач приходится прибегать к искусственным, строго говоря, ничем не обоснованным 

приемам снятия переопределенности, как, например, «удачное» зануление целого ряда параметров 4 – 6. 
Корректно поставленные задачи методов математической физики, решаемые с помощью ОМФ, дают осно-
вание предположить о наличии определенных закономерностей и взаимосвязи между конкретными значе-
ниями параметров   из (11), позволяющие снять переопределенность рассматриваемых систем ОДУ.  

Для пояснения этой гипотезы вначале рассмотрим простейший случай.  
Пусть (5) имеет вид: 

044332211  gfgfgfgf , ( 4N , N  четное).                           (15) 

Выберем 2r . В качестве матрицы A  выберем 
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Система (14) для функций f  имеет вид: 
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В соответствии с требованием, что функции 1f  и 2f  линейно независимы. Ввиду (17) из (15) по-

лучаем: 

    .04423322244133111  gggfgggf                                      (18) 

Исключая из рассмотрения частный случай 
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выражение (18) представим в виде: 
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Введем обозначения 
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Тогда равенства (17), (20) имеют вид: 
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    .04423322244133111  GGGFGGGF                                     (24) 
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С учетом линейной независимости 1f  и 2f , ввиду (21), из (24) получаем 
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Равенства (23), (25) представляют систему (14), в которой функции gf ,  заменяются функциями GF, , 

определенными в (21), а (16) заменяется матрицей: 
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Кроме того, заметим, что в (26) 4132   . 

В соответствии с полученными результатами, функции (23) и (25) являются решением билинейно-

го функционального уравнения: 

044332211  GFGFGFGF .                                                (27) 

Очевидно, что (15) и (27) представляют одно и то же уравнение. 

Таким образом, можно предположить, что блок коэффициентов ji  в матрице (11) может быть 

приведен к диагональному виду. 

Докажем справедливость трех утверждений. 

Утверждение 1 

Если N  четное, 2Nr  , то для матриц ][ riA , определенных (11), существует невырожденное 

унитарное преобразование, сохраняющее их структуру и приводящее блок неопределенных коэффици-

ентов ji  к диагональному виду. 

Доказательство: Пусть N четное; 2Nr  . Тогда (11) – (13) приобретают вид: 
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Рассмотрим матрицу Π , элементы которой определены соотношениями: 
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где ji произвольные числовые коэффициенты. Очевидно, что 1det Π , и обратная ей матрица QΠ
1 
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Осуществляя преобразование матрицы ][ 2NiA  вида BAΠΠ
1  , для B  получаем 

 
   

   
 






















,,0

,,,

,,,,0

,,1

2

22
,

22

2

N

NN
nkji

NN

N

ji

jj

ijji

jiijii

iji

nk


b                                              (33) 

Утверждение 1 доказано. 

Утверждение 2. 

Если 2Nr , то для матриц ][ riA , определенных (11), существует невырожденное унитарное 

преобразование, сохраняющее их структуру и приводящее квадратный блок rr  неопределенных ко-

эффициентов ji  к диагональному виду. 
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12121

rrrr

rNrr
r

r
r

rNrrr

jiNji

jjjjjiii

NjjjjjNiii

                                     (35) 

Рассмотрим матрицу Π , элементы которой определяются соотношениями: 

























.,1,;,1,

,1,

,,

,

,,,0

,,,

,,

,,,

,,,

rNnkrml

rNqr

ml

mqmqmq

mlml

mmmmmm

knmlkl

ijijij

ijij

ijijij

knjjmliiji









                                          (36) 

где  произвольные числовые коэффициенты. Очевидно, что 1det Π  и обратная ей матрица QΠ
1 

 имеет вид: 

























.,1,;,1,

,1,

,,

,

,,,

,,,

,,

,,,

,,,

rNnkrml

rNqrQ

mlQ

Q

QQQ

mqmqmq

mlml

mmmmmm

knmlkl

ijijij

ijij

ijijij

knjjmliiji









                                         (37) 

Осуществляя преобразование матрицы (34) – (35) вида BAΠΠ
1  , для B  получаем 

 

 
   

   
   
 


























.,0

,,,,

,,,,1,

,,,,0

,,1

,

,

r

r
k

r
nji

r
k

r
nknji

rr

r

ji

jj

ijjirn

ijjirkn

jiijii

iji

kn

kn



b                                     (38) 

Утверждение 2 доказано. 
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Утверждение 3 

Если 2Nr , то для матриц ][ riA , определенных (11), существует невырожденное унитарное 

преобразование, сохраняющее их структуру и приводящее квадратный блок )()( rNrN   неопреде-

ленных коэффициентов ji  к диагональному виду. 

Доказательство: 

Пусть 2Nr . Тогда (11) – (13) приобретают вид: 

 
   

   
 






















,,0

,,,

,,,,0

,,1

r

rr
ji

rr

r

ji

jj

ijji

jiijii

iji


a                                                (39) 

       
          


















.,,...,2,1

,,...,,,...,,...,

,...1;......1

11

2121

rrrr

rN
r

rrN
r

rNrrN

jiNji

jjjiiii

NjjjNiiii

                                  (40) 

Рассмотрим матрицу Π , элементы которой определяются соотношениями: 

























.,1,;,1,

,1,

,,

,1,

,,,0

,,,

,,

,,,

,,

rNnkrml

rhrN

nk

rNq

hkhkhk

nknk

qqqqqq

knmlkl

ijijij

ijij

ijijij

knjjmliiji









                                    (41) 

Очевидно, что 1det Π , и обратная ей матрица QΠ
1   имеет вид 

























.,1,;,1,

,1,

,,

,1,

,,,0

,,,

,,

,,,

,,,

rNnkrml

rhrNQ

nkQ

rNqQ

QQQ

hkhkhk

nknk

qqqqqq

knmlkl

ijijij

ijij

ijijij

knjjmliiji









                                      (42) 

Осуществляя преобразование матрицы (39) – (40) BAΠΠ
1  , для B  получаем 

 
   

   
   

 

























.,0

,,,,

,,,,1,

,,,,0

,,1

,

,

r

r
k

r
nji

r
k

r
nnkji

rr

r

ji

jj

ijjirNk

ijjirNkn

jiijii

iji

kn

kn



b                                  (43) 

Утверждение 3 доказано. 

Учитывая в совокупности утверждения 1 – 3, теорему из [3, с. 34] можно сформулировать следу-

ющим образом:  

Для построения общего решения уравнения (1) – (5) достаточно получить решения SN 2 систем 

обыкновенных дифференциальных уравнений вида: 

     0,0  gAfAE
T rr ii ,                                                       (44) 

где  riA  – матрица размерности NN  , элементы которой определяются следующими соотношениями: 

       
  









 





 

r r
r

m
r

n

mn
r

ii jj

jijiji

ii jj

nmjijiji

ii

jiiiji β                   (45) 



2006                                  ВЕСТНИК  ПОЛОЦКОГО  ГОСУДАРСТВЕННОГО  УНИВЕРСИТЕТА.  Серия С 

 

 32 










;,0

,,1

ji

ji
ji                                                                    (46) 

ji – произвольные числовые коэффициенты;    rr ji ,  – для каждого SNSr  ,  одна из возмож-

ных пар упорядоченных целочисленных множеств, таких, что 

              ,,..,2,1;;,..,;,.., 00
11 Njijjjiii rN

r
r

r   ;                         (47) 

          ,;,...,2,1;...1;...1 2121  
rrrr

rNr jiNjiNjjjNiii           (48) 

),min( rNr  ;                                                            (49) 

   
 











 ;,,...,,

;,

21 rNiii

ri
i

rrNrN

r
r




                                            (50) 

 
 

 
1 2, , , ;

,

r r N rr

r

j j ..., j r
j

j N r.





    
 

 

                                                (51) 

Для иллюстрации эффективности использования сформулированной теоремы воспользуемся при-

мером, приведенным в 1, с. 198]. 

Пусть в области 0,0  ylx  необходимо построить решение дифференциального уравнения: 

       
,0

,,,
2

,
2

2

52

2
2

4

2

4

3

2

2

2

3

21 
































x

yx
q

x

yx
q

yx

yx
q

q

q

y

yx

q

qq
              (52) 

удовлетворяющее начальным и граничным условиям: 

       ,0,,0, 21 xfxxfx y                                                        (53) 

    0,,0,0  yly                                                              (54) 

соответственно.   

В (52) iq  физические параметры задачи. 

Очевидно, в поставленной задаче классическая схема метода Фурье не проходит. Воспользуемся 
ОМФ – 2. Частные решения уравнения (83) будем искать в виде: 

         ., 2211 yYxXyYxXyx                                                        (55) 

Ввиду (55), из (52) имеем: 

,02271172261162211 

















YXqYXqYXqYXqYXYX                                  (56) 

где 

.,
2

21

53
2

42
7

21

42
6

qq

qqqq
q

qq

qq
q







                                                        (57) 

 

Аналогично (9), для gf ,  получаем 

 

,,,,,, 2717261621 




 

 XqXqXqXqXXT
f                                              (58) 

.,,,,, 212121 




 

 YYYYYYT
g                                                       (59) 

Таким образом, уравнение (52) преобразовано в билинейное функциональное уравнение вида (5), 

где .2,6  SN  Если следовать предписаниям теории 1, для нахождения решений уравнения (56) 

необходимо строить матрицы  riA  для 64 пар множеств    rr ji , , и, соответственно, для каждой мат-

рицы решать системы ОДУ вида (10). 
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В целях сокращения записей мы приведем лишь по одной матрице  riA  для каждого r : 

 ,0r   A

000000

000000

000000

000000

000000

000000

;                                                     (60) 

,1r   1A

00000

00000

00000

00000

00000

000001

16

15

14

13

12











;                                                  (61) 

,2r    2,1A

0000

0000

0000

0000

000010

000001

2616

2515

2414

2313








;                                              (62) 

  ,3r    3,2,1A

000

000

000

000100

000010

000001

362616

352515

342414






;                                           (63) 

        ,4r    4,3,2,1A

00

00

001000

000100

000010

000001

46362616

45352515





;                                        (64) 

   ,5r    5,4,3,2,1A  

0

010000

001000

000100

000010

000001

5646362616 

;                                    (65) 

,6r    6,5,4,3,2,1A  

100000

010000

001000

000100

000010

000001

.                                            (66) 
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Результаты, полученные в 2, позволяют нам ограничиться рассмотрением только приведенных 

матриц. Теорема из [3, с. 34] оставляет в рассмотрении только матрицы для 4,3r .  

Соответствующие дифференциальные уравнения для искомых функций будут иметь вид: 

;

,

,

,3

163622611627

163522511517

163422411426


















XqXXXq

XqXXXq

XqXXXq

r







:f                                      (67) 

;

,

,

,3

2361352341

2261252242

2161152141

YYYY

YYYY

YYYY

r

























 :g                                            (68) 

;

,
,4

2646163622611627

2645163522511517
















XqXqXXXq

XqXqXXXq
r




:f                            (69) 

.

,

,

,

,4

2461452

2361351

2261252

2161151

YYY

YYY

YYY

YYY

r





















 :g                                                     (70) 

Благодаря теореме, сформулированной в данной работе, вместо матриц (94) – (95) достаточно рас-

смотреть их частный случай 

        3,2,1A

00000

00000

00000

000100

000010

000001

36

25

14






                                               (71) 

    4,3,2,1A

000

000

001000

000100

000010

000001

463626

453515





                                           (72) 

Системы уравнений (67) – (70) в этом случае примут вид: 

;

,

,

,3

163627

22517

11426














XqXq

XXq

XXq

r







:f                                                      (73) 

;

,

,

,3

2361

1252

2141

YY

YY

YY

r


















 :g                                                        (74) 
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;

,
,4

2646163622627

2645163511517
















XqXqXXq

XqXqXXq
r




:f                               (75) 

.

,

,

,

,4

2461452

2361351

2262

1151

YYY

YYY

YY

YY

r





















 :g                                              (76) 

Рассматривая систему (75) – (76), нетрудно определить, что ее решения следует искать в виде: 

.

,

2626

1313

432

211

yiyi

yiyi

eCeCY

eCeCY











                                                 (77) 

.
,

7

26

7

26

7

15

7

15

672

651

x
q

ix
q

i

x
q

ix
q

i

eCeCX

eCeCX











                                               (78) 

Потребовав выполнения (75), (76), (53), (54), для частных решений уравнения (52) получаем: 

         , cos ω sin ω ,n n n n n n nx y x y x y                                             (79) 

где , , , , n n n n n      однозначно определяются физическими и геометрическими параметрами задачи. 

Таким образом, в настоящей работе на основе развития теории обобщенного метода Фурье разде-

ления переменных нам удалось найти правила, реализация которых при использовании ОМФ позволяет 

снять переопределенность подлежащих решению систем обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Это, в свою очередь, облегчает алгоритмизацию и программную реализацию поиска аналитических ре-

шений прикладных задач с использованием ОМФ. 
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