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Пусть поле Q  является алгебраическим замыканием поля рациональных чисел Q , при 

этом элементы из поля Q  называются алгебраическими числами. Элемент из поля Q  
называется целым алгебраическим числом, если он является корнем многочлена с целыми 
коэффициентами и коэффициентом при старшей степени равным единице. 

Рассмотрим произвольное поле K  алгебраических чисел, имеющих конечную степень, 
то есть размерность как векторного пространства над полем Q . Пусть 0K  – множество всех 

целых алгебраических чисел из поля K . 
Докажем, что множество 0K  является подкольцом в поле K . 

Пусть 0,x y K∈ , a  – произвольный элемент из множества элементов x y± , xy . 

Покажем, что 0z K∈ . 
Пусть 
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Совокупность G  всевозможных элементов вида 
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являются подкольцом в поле K . Пусть 1 2, , , pz z z…  является базой аддитивной группы G , 

и 
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= ∈∑ . Характеристический многочлен матрицы ( )rsd  обращается в 

нуль в точке z . Следовательно, число z  является целым алгебраическим числом, а 
множество 0K  является подкольцом в поле K . 

На основании доказанного утверждения можно сделать вывод о том, что для любого 
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x K∈  сдвиг xα α→ , где Kα ∈ , является линейным преобразованием пространства K  
над полем Q . Пусть xX  – характеристический многочлен этого преобразования, ( )tr x  

является его следом. Тогда, если K  – подполе из множества C , а L  – его расширение 
конечной степени, то для любого элемента x L∈  преобразование xα α→ , где Lα ∈ , 
является линейным над полем K , а его след / ( )L Ktr x  принадлежит полю K . 

Докажем утверждение. Если 0x K∈ , то xX  является многочленом над полем Z . 

Пусть n  – степень поля K  над полем Q . Зафиксируем какую-либо базу K  над полем 

Q и сопоставим каждому z K∈  матрицу Z  сдвига zα α→  в этой базе. В результате 

приходим к изоморфному вложению ( )nK M Q→ . Так как x  – корень уравнения над полем 

Z  со старшим коэффициентом единица, то таковы и характеристические корни матрицы 
x , а, следовательно, коэффициентами многочлена xX  являются целые алгебраические 

числа и они лежат в Z . 
Рассмотрим базу поля алгебраических чисел K  над полем Q : { }1 2, , , nω ω ω . Тогда 

матрица следа ( )( )i jtr ωω  является невырожденной. При этом существует база { }jω∗  поля 

K  над полем Q , которая является дуальной к базе { }iω , то есть выполняется условие 
 

*
i j ijtr(ω ω ) = δ . 

 

Предположим что, между столбцами матрицы ( )( )i jtr ωω  существует нетривиальная 

зависимость с коэффициентами jx Q∈ . Тогда 
 

{ }≠ ≤ ≤∑ j j iω = x ω 0, tr ω ω = 0, 1 i n . 
 

Так как { }iωω  является базой поля K  над полем Q , то 1i iyωω =∑  при подходящих 

значениях iy Q∈ . Вычисляя след от обеих частей, получим 0n = , что неверно. 

Следовательно, матрица ( )( )i jtr ωω  является невырожденной. 

Найдём теперь базу { }jω∗  поля K  над полем Q  в виде 
 

∈∑*
j ji i ji

i
ω = ξ ω , ξ Q . 

 

Условие { }i j ijtr ωω δ∗ =  превращается в систему линейных уравнений относительно 

переменных 1 2, , ,j j jnξ ξ ξ , а в виду не вырожденности матрицы она является разрешимой. 

Покажем теперь, что аддитивная группа кольца 0K  конечно порождена. 

Пусть множество 1 2, , , nω ω ω  является базой кольца K  над полем Q , при этом все 

0i Kω ∈ . Если предположить, что { }jω∗  – дуальная база, то существует такое m Z∈ , что 

все 0jm Kω∗ ∈ . Пусть γ  – произвольный элемент из кольца 0K : 
 

∈∑ i i i
i

γ = γ ω , γ Q . 

 

Умножая это равенство на jmω∗  и беря от обеих частей след получим { }j jm tr mγ γω∗= . 

Так как 0jm Kγω∗ ∈ , то jm Zγ ∈ . Таким образом, аддитивная группа кольца 0K  лежит в 
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группе с порождающим элементом 
1

im
ω 

 
 

, а потому сама конечно порождена. 

Докажем, что мультипликативная группа кольца 0K  конечно порождена. 

Для доказательства достаточно показать, что аддитивная группа ( )1 0K K
τ∗=  конечно 

порождена. 
Пусть 1 2, , , na a a  – максимальная линейная независимая над полем R  подсистема из 

аддитивной группы 1K . Рассмотрим два множества 
 

{ }i′ ∈∑1 i iK = x a x Z  

и 
 

{ }′′ ∑1 i i iK = x a 0 < x < 1 . 
 

Для любого 1Kα ∈  справедливы равенства и включение 
 

′ ′′ ′ ′ ′′ ′′∈ ∈1 1α = α + α , α K , α K . 
 

Так как 1x K∈ , 1x K′∈ , то 1x K′′∈ . Но множество 1K ′′  ограничено в поле R . Но тогда, 

пересечение множеств K K ′′∩  является конечным. Так как, для любого элемента p  

справедливо включение 1 1pK K ′⊂ , то множество 1K  будет содержится в аддитивной 

группе порождающих элементов 1 2
1 1 1, , , na a a
p p p

 . Следовательно, группа 1K  конечно 

порождена. 
На основании полученных утверждений можно сделать следующие выводы: 
1) ядром сужения над кольцом 0K ∗  является совокупность всех корней из единицы, 

которые содержатся в поле K , причём эта группа является циклической; 
2) отображение : nK Rψ →  является изоморфным вложением аддитивной группы K  

в аддитивную группу nR ; 
3) отображение : s lK Rψ ∗ +→  является гомоморфизмом группы K ∗  в аддитивную 

группу s lR + ; 
4) множество 0Kψ  дискретно в пространстве nR , то есть имеет лишь конечное 

пересечение с любым шаром пространства nR , то есть множество ( )0K ∗  является 

дискретным в этом пространстве; 
5) множество 0K ∗  представляет собой прямое произведение конечной циклической 

группы и бесконечной циклической группы. 
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