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ФРАКТАЛЬНЫЙ ПОДХОД В ИССЛЕДОВАНИИ 
УПРУГИХ СВОЙСТВ БУМАГИ И ДЕКЕЛЯ

Кулак М. И., Старченко О. П.

БГТУ, г. Минск, Республика Беларусь, 
kulak m@vahoo.com

Свойства поверхности бумаги и ее упругость имеют большое практическое зна­
чение и во многих случаях определяют возможность и качество воспроизведения тех 
или иных изображений. Требования к прочности бумаги в большой степени зависят от 
назначения продукции. При длительном хранении полиграфической продукции в неко­
торых случаях необходимо обеспечить прочность бумаги. Из физико-механических 
свойств бумаги имеет большое значение прочность ее поверхностного слоя, т. е. сопро­
тивление ее разрушению при разрыве красочного слоя, характеризуемое «выщипыва­
нием» волокон или же разрушением мелованного слоя бумаги, и прочность на разрыв. 
Все это крайне затрудняет процесс печати и приводит к резкому снижению производи­
тельности печатного оборудования [1].

Перейдем далее к описанию распределения модулей упругости в приповерхност­
ном слое печатной бумаги. С точки зрения теории структур, бумагу, как неупорядочен­
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Часть II

ный материал, можно считать фрактальным кластером размерности D. При построении 
распределения модулей упругости в таких кластерах будем полагать [2], что скелет бу­
маги играет роль матрицы, а полости (поры) являются включениями (наполнителем). 
Упругие характеристики включений в виде пор равны нулю, и в рамках самосогласо­
ванного подхода объемный К  и сдвиговый G модули бумаги будут определяться сле­
дующими соотношениями [3]:

K = 4 k g ( \ - n ) / ( ik n  + 4g );  (1)

G = g  [9* + 8g -  In  ( ik  + 9*)] /[9* + 8g + n (k + 2 g )], (2)

где к и g —  объемный и сдвиговый модули материала частиц кластеров; п —  объемная 
доля пор.

Особенность самосогласованного подхода состоит в том, что выражения (1) и (2) 
определяют эффективные свойства системы при условии, что объемная доля включе­
ний мала: п < 0,1. Распределение плотности в фрактальных кластерах известно [3]:

Р = Р о М >  ( 3 )

где г —  безразмерное текущее расстояние в долях радиуса частиц; р — плотность 
материала частиц кластеров; d -  3 —  размерность физического пространства.

Учитывая, что п = 1 -  р, условие малости п можно выполнить, используя специ­
альную процедуру. Выделим в кластере в зоне максимума плотности некоторый объем, 
содержащий малую объемную долю пор п. По формулам (1) и (2) определим его эф­
фективные характеристики К\ и G\. Далее увеличиваем размер выбранного объема. Ес­
ли считать, что материал в этом объеме обладает такими же эффективными характери­
стиками, как и в меньшем объеме, то по отношению к реальным свойствам материала 
они будут завышенными —  при увеличении объема пористость растет. Поэтому для 
расчета реальных свойств материала нужно учитывать количество пор, равное разности 
долей пор для второго П2 и первого объемов п\\

А/72 =  « 2 - «1-  ( 4 )

Используя (1)— (4), получим следующие выражения для вычисления модулей уп­
ругости на /+1-м шаге:

К,ч  = AK,GH\ - Апи1)/(ЗК,Ап, + 4G,),

G/w = G,[9K, + 8G, - 2Ani4 (lK , + 9G,)] /

/ [9 К, + 8G, + Д щ М  + 2G/)].

Вычисления заканчиваются после исчерпания всего объема кластера радиусом R. 
Результаты вычисления распределения объемных модулей упругости в приповерхност­
ных слоях бумаги различных видов представлены на рис. I.

Рассмотрим метод описания распределения прочностных свойств в печатной бу­
маге. Особенность структуры бумаги такова, что в приповерхностном слое плотность 
минимальна и может быть в несколько раз меньше плотности в центре бумажного лис­
та. Если рассматривать наружные и внутренние слои бумаги как своеобразные пре­
дельные состояния ее структуры, то, естественно, возникает проблема переходной об­
ласти. В этой связи основное требование, которому должна удовлетворять теория 
прочности, —  это возможность учета полного набора структурных состояний или 
плотностей, присутствующих в объекте описания. Из всех существующих статистиче­
ских теорий в настоящее время только теория фракталов имеет возможность описывать
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переходные структурные состояния, что позволяет положить ее в основу метода описа­
ния прочности.

Для вычисления распределения прочности в бумаге при любых законах измене­
ния ее плотности используется специальная алгоритмизированная пошаговая процеду­
ра [4]. Выделим мысленно в бумаге два лежащих рядом слоя. Характеристики слоя, 
имеющего более высокую плотность, будем обозначать индексом 1, а слоя с более низ­
кой плотностью —  2. Структура 2 получается из структуры 1 добавлением некоторого 
количества пор. Если состояния обратить и рассматривать 2 в качестве исходного, то 1 
получается из 2 добавлением частиц системы (единиц структуры) в количестве, кото­
рое можно определить из выражения (4). В этом случае прочность слоя 1 будет

ст, = ст2(1 -  Дл2 + Ал2Ег / Е2). (5)

Поскольку расчет ведется от состояний с максимумом плотности, в (5) см извест­
но. Таким образом, прочность слоя 2

ст2 = а,(1 -  Дл2 + Дл2£ , / Е2). (6)

—■— в

Рис 1. Распределение объемных модулей упругости для бумаги различных видов: 
В — бумага АО «Волга»; С —Балахнинского ЦБК; D — цветная бумага Балахнинского ЦБК; 
Е — офсетная бумага №1; F — Люми Силк; G — Юнион Арт; Н — Юнион Силк; I — Дата Ко­
пи; J — картон Малмеро; К — бумага Кондопогского ЦБК; L — Люми Арт

Для некоторого произвольного слоя / (6) преобразуется к виду

<?, = ст,_,(1 -  Ал, + Дл,£, /  Et). (7)

Пройдя последовательно от центра к поверхности бумаги, получим распреде­
ление прочности слоев. Шаг контролируется по закону распределения плотности (3) 
и выбирается таким, чтобы выполнялось условие малости Ал, <0,1. Законы распре­
деления прочности в исследуемых бумагах, вычисленные по (7), представлены на 
рис. 2.

На рис. 2 видно, что прочность бумаги определенной группы изменяется в широ­
ких пределах. Эта бумага имеет ослабленную прочность приповерхностного слоя. Та­
ким образом, предложенный метод позволяет прогнозировать тесно связанные с каче­
ством оттисков технологические печатные свойства бумаги, в частности, ее склонность 
к «выщипыванию» волокон
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Далее перейдем к исследованию фрактальной неоднородности упругих свойств 
декеля. В связи с неизбежными погрешностями изготовления и монтажа печатных 
форм, цилиндров и их опор, а также необходимостью создания давления для осуществ­
ления процесса печатания, один из цилиндров печатного аппарата должен иметь эла­
стичную, деформируемую покрышку. Такая покрышка компенсирует названные по­
грешности, обеспечивая необходимое давление по всей контактной зоне взаимодейст­
вия цилиндров.

Для получения меньших суммарных усилий при одном и том же необходимом 
давлении печати и уменьшения скольжения в печатной зоне и энергоемкости печат­
ного аппарата ширина полосы печатного контакта должна быть возможно меньшей. 
Зависимость ее от различных параметров печатного аппарата, распределение давле­
ния по площади печатного контакта, суммарные нагрузки в аппарате и методы стаби­
лизации условий печатного контакта, обеспечивающие качественную печать, необхо­
димо знать как для правильной эксплуатации печатного аппарата, так и для его расче­
та при проектировании [5].

—■— в

Рис. 2. Распределение прочности для бумаги различных видов: В — бумага АО «Волга»; 
С — Балахнинского ЦБК; D — цветная бумага Балахнинского ЦБК; Е — офсетная бумага №1; 
F — Люми Силк; G — Юнион Арт; Н — Юнион Силк; I — Дата Копи; J — картон Малмеро; 
К — бумага Кондопогского ЦБК; L — Люми Арт.

Как известно, различают два принципиально отличных друг от друга метода пе­
чатания; 1) краска с печатной формы передается непосредственно на бумагу; 
2) краска с печатной формы сначала передается на какую-либо промежуточную по­
верхность, а с нее — на бумагу. Однако и в первом (высокая, глубокая печать), и во 
втором (плоская офсетная) способах для печатания используется пара цилиндров, 
один из которых —  жесткий, а второй — обязательно цилиндр с эластичной оболоч­
кой или подложкой. Это требование выдвигается для компенсации неровностей бу­
маги, а также уменьшения удельного давления, необходимого для получения оттис­
ков. Кроме того, посредством этого могут быть компенсированы неточности формы, 
так же как и неточности изготовления печатной машины.

Таким образом, в машинах глубокой и высокой печати формный цилиндр являет­
ся жестким, а печатный цилиндр имеет эластичную подложку. В машинах же офсетной 
печати между формным и печатным цилиндрами находится офсетный цилиндр, обтя­
нутый резиновым полотном, которое и передает краску с формы на бумагу, прижимае­
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мую жестким печатным цилиндром.
В существующих подходах по изучению распределения давления по ширине по­

лосы контакта, а также изучению ее ширины от диаметров цилиндров и жесткости 
декеля во внимание принимают только влияние геометрии [5], а такие факторы, как 
структура печатающих поверхностей и запечатываемого материала, не учитываются.

В данной работе изучение влияния неоднородности структуры поверхностей пе­
чатного контакта на распределение давления осуществляется с учетом геометрии пе­
чатного контакта. Рассматривается неоднородный характер деформации более эла­
стичного цилиндра.

Печатный аппарат является важнейшим узлом печатной машины, от схемы по­
строения и конструкции которого существенно зависит компоновка узлов всей маши­
ны, а также многие технологические параметры. Схема контактной печатной зоны, а 
именно ширина b полосы печатного контакта, в произвольном поперечном сечении ци­
линдров в момент их взаимодействия представлена на рис. 3.

Рассмотрим геометрию площадки контакта. Для расчета геометрических пара­
метров площадки воспользуемся тем, что межосевое расстояние 0 \0 i равно

0 ,0 2 = Л ,+ /?г - Х тах, (8)

где л.тю — максимальная деформация декеля.

Рис. 3. Схема деформации упругой покрышки цилиндра: 1 — жесткий цилиндр, 2 — цилиндр с 
эластичной оболочкой; Я, 2 — радиусы жесткого и цилиндра с эластичной оболочкой.

Аналогично для произвольного сечения у  можно записать

ОхОг = 0 ^  + 0 гС - \ х. (9)

Тогда формула для вычисления деформации в произвольный момент времени 
примет вид

кх = О,F + ОгС  -  0 ,0 2 = -у/Я,2 -  у 1 + yjRl - у 1 - О хОг. (10)

Приближенную формулу для подкоренного выражения из (10) можно получить 
разложением исходного выражения в ряд при использовании лишь первых двух членов 
этого ряда:

307



( . о

где R, — радиусы жесткого цилиндра и цилиндра с эластичным покрытием; у  — коор­
дината точки А.

Так как у  «  R„ то погрешность от такого приближения не превышает 0,1% [5]. 
Тогда с учетом (11) можно записать;

у  у
Хх = R , - z r r  + R, - т т г - Л ,  - R ,  + Х П 1 2 Л, 2 2Я2 1 2

С другой стороны

( 12)

О А - р З 8 Л,

= r' + r' - t It +T \ '

(13)

где Ь — ширина полосы контакта. 
С учетом (8) найдем

Н г - З г
Подставляя этот результат в выражение для Х х , найдем закономерность изменения 

абсолютной деформации декеля по ширине полосы контакта;

К  = ( ,5 )

В дифференциальной форме выражение (15) будет иметь вид

dk  = -8Д.т(к T id y . (16)
О

Формула для вычисления зависимости напряжения от деформации, выведенная в 
[6], имеет вид

ст = а п + - J E(X)dk, (17)

где Е(Х) — модуль упругости.
Формула (17) позволяет найти закон распределения напряжений в приповерх­

ностных слоях листа бумаги. Зависимость напряжения от деформации для бумаги 
различных видов имеет нелинейный характер, что обусловлено сильной неоднород­
ностью модулей упругости [7, 8]. Формула (17) справедлива для однослойного ма­
териала, когда модуль упругости зависит от глубины вдавливания прямолинейного 
(в сечении) штампа. Реально такая ситуация может встретиться, когда декель пред­
ставлен одним слоем.
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Зная выражение для деформации в дифференциальной форме [6] и используя (16), 
получим формулу для расчета относительной деформации, которая будет учитывать 
цилиндрическую форму поверхностей в зоне контакта:

* - £ " 7 (18>
где 8Д — толщина декеля.

В соответствии с (18), дифференциальная форма формулы для расчета напряже­
ния от деформации (17) будет выглядеть так:

da = - U T 2E/ / ) ydy, (19)
Ь  Ъ д

где £, (у ) — значение модуля упругости в точке А.
Таким образом, Е {(у) — это переопределенное Е(Х), а связь между ними осуще­

ствляется посредством(15).
Конечную формулу для вычисления зависимости напряжения от деформации 

можно получить, проинтегрировав выражение (19):

•б*-™*ст = а п + •---------L \ у Е \(у У*У- (20)
д Ы 2

Если рассматривать закон изменения напряжения от координаты у, то

16Jl ^
а (у ) = <*0 + ■ 2 max jyE ,(y)c /y . (21)

В тех случаях, когда декель представляет собой многослойный материал, формула 
(17) преобразуется к виду [6]

г Н — т i <22>

£,(*.) £,(*.) £.(Х)

Тогда формула для вычисления зависимости напряжения от деформации для мно­
гослойного материала с учетом (16) и (22) будет выглядеть:

16Хт / г  у
° ( у ) = <*о + j —  j---------------- р - ф ’- (23)

л v T J y7) + Е12(у) + - Л е м

Перейдем далее к расчету распределения давления по ширине полосы контакта 
(зависимости напряжения от деформации) на основе построенной выше теории, учиты­
вающей как геометрию площадки контакта, так и неоднородность структуры эластич­
ной оболочки (или подложки) одного из цилиндров печатной пары. При проведении 
расчета необходимо знать некоторые технические характеристики упругой покрышки 
(декеля). В качестве исходных данных были взяты значения модуля Юнга различных
типов резин [9]. Объемные и сдвиговые модули вулканизатов определялись по выраже­
ниям [10, 11]

K = £ / 3 ( l - 2 v ) ,  (24)

G = £  / 2(1 + v). (25)
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Часть II

Результаты расчета и графическое изображение зависимости напряжения от де­
формации для однослойного декельного материала приведены на рис. 4, 5.

Как видно из рис. 4, 5, неоднородность структуры эластичной оболочки (или под­
ложки) сказывается на ее деформационно-прочностных свойствах. Если проанализиро­
вать закон изменения напряжения в декельном материале по ширине площадки печат­
ного контакта, то оно от максимума (в середине полосы печатного контакта) постепен­
но понижается до нуля (в момент выхода из контакта печатной пары).

а /а о

Рис. 4 Зависимость напряжения от деформации для однослойного декельного материала из 
ненаполненного вулканизата: В — Е -  1,00 МПа; С — Е = 1,41 МПа; D — Е = 1,71 МПа.

а /а о

ис. 5. Зависимость напряжения от деформации для однослойного декельного материала из на­
полненного вулканизата (30 вес. частей сажи): В — Е = 2,30 МПа; С — Е = 2,85 МПа; D —

£=3,18 МПа.

Существующие в настоящее время подходы к исследованию технологических пе­
чатных свойств бумаги, декелей и других материалов носят эмпирический характер и 
не всегда учитывают все нюансы поведения материалов при печати, а также содержат
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большое количество допущений, упрощающих данный процесс. Новый, предлагаемый
в данной статье подход позволяет учесть вклад неоднородностей упругих свойств ма­
териалов на распределение давления по всей контактной зоне.
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ВВЕДЕНИЕ

Современные конструкционные керамики и композиционные материалы все шире 
применяются для производства деталей машин и оборудования. В настоящее время все 
большие объемы перекачиваемых жидкостей приходятся на химически активные, аг­
рессивные и абразивосодержащие среды. При изготовлении насосов, служащих для пе­
рекачивания таких сред, используются торцовые уплотнения с элементами из керами­
ки. По сравнению с традиционными материалами для изготовления пар трения керами-
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