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УДК 535.551

О КРУЧЕНИИ УПРУГОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА 
ПЛОСКИМ КРУГОВЫМ ШТАМПОМ СО СЦЕПЛЕНИЕМ

В.И.Смирнов

Институт проблем транспорта РАН,
199178\ С.-Петербург, В.О., 12-я линия, д.13

Приведены формулы для вычисления напряженно-деформированного состояния (НДС) в 
любой точке полупространства. Построены линии равных касательных напряжений. Рассмот­
рена асимптотика НДС у границы контактной площадки, Получено выражение для коэффици­
ента интенсивности напряжений.

Данная работа дополняет результаты, полученные в [1,2,3]. Приведены точные 
формулы для вычисления компонент упругого поля, дано выражение для коэффициен­
та интенсивности напряжений на краю штампа.

В цилиндрической системе координат (r,0 ,z) задача сводится к нахождению угло­
вого смещения и 0 из уравнения равновесия

д2ив | 1 див [ (Ри_
0Г Г d r  г

0 )

при следующих условиях на границе z  = 0 полупространства О, -оочгчоо:

иг-в̂ г, г-0, г <а; 
див
д z = 0, г-0, г >а, (2)

где <90 ~ угол поворота, а -  радиус штампа.

В данном случае имеем только два ненулевых компонента тензора напряжений -  
су# и <j zq , которые определяются через смещения по формулам:
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где р -  упругая константа Ламе.

Решение краевой задачи (1),(2) ищем в виде разложения в интеграл Фурье-Бесселя
со

U0(rtz) = J А(к)кетк2 Jx(kr) dk,
о

где постоянная А (к) определяется из решения парного интегрального уравнения

(4)
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О0
J A(k)kJ] (кг) dk = 90г, г<а,
о
со
J A(k)k2J] (кг) dk = 0, г>а.
о

Парному уравнению (5) удовлетворяет функция [4]

(5)

А{к) = 400
Я

sin(Aa) cos (ка)̂ (6)

Подставляя (6) последовательно в (4) и (3), вычисляя интегралы по к, и переходя к 
безразмерным координатам по формулам £=г/ а,  7/ = z/a,  получим решение задачи,
позволяющее определить напряженно-деформированное состояние в любой точке по­
лупространства:

где

О<*тВ (6 Ч) =

Я

я ^ ie0 -cj-|sr' +|с,°У
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Щ

Я
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arctg — ^ = -  (1 -  П VS);
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[f^+^D+F)-^]; C'0 = F l jR \

C,0 =^(fVs -̂); C} = — 1-
v s

(n + jjF)

F =
R-h A
"IS "’ л = ^ 2+?/2- 1;

ue (<?, ̂  M<? (6 v); о/ (f. »7) = 4^  (?. 7). i

На поверхности полупространства 7 = 0 имеем:

(7)

О«2(5.0) =
4 ’

5 . 1-arcsin-2 <£

o < f  <i;

-1
ц

!<£<«>;

о
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о
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. О < f < I;

1 <£<С0,
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на оси симметрии (£= 0):
UQ (0 , rj) = (7,0 (0 , rj) = <729 (°> Ч) -  0>О О (8)

и, наконец, на границе контактной площадки £= 1,  ̂= 0 :

м (̂1,0)= —, £->1±0;
Я

О<*(1,0) =

о

0 , 1- 0 ;

- 00, 1+ 0;

- 00, £  ->  1 - 0 ;

0 , £  1+ 0 .

(9)

На рис.1, 2 и 3 показаны линии равных смещений ие и напряжений, сгге и а2в.

Рассмотрим асимптотику напряженно-деформированного состояния у края штам­
па (<?=1, п -  0). Введем полярные координаты (р0,р) с началом на границе контакт­
ной площадки по формулам rj^posirup, £= 1 + /?о cosp, p0 =pla.

Асимптотические (ро “*0 ) значения интегралов, входящих в решение (7), имеют
вид:

S ^ = 7 i l M  С ,°= 0; 50°  =

Cl= 1

я / 2; 5,° = 1;
1

>/̂ А
sin

о
£
2 *

з.о 
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Рис. 3. Линии равных напряжении <j z0 .
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Подставляя (10) в формулы (7) и возвращаясь к размерным величинам, получим 
асимптотику напряженно-деформированного состояния на границе контактной пло­
щадки

ив = 0О;

°гв =
К (р 

= cos—+ 0 (1);
яр

К
агв = "

f t

sin
яр

£

2 ’

р -> 0,

где 7Г -  коэффициент интенсивности напряжений

Я

Так как <тгв достигает максимума при (р* = 0 , а ст:0 -  при <р* = я ,  то следует ожи 
дать, что первоначальная форма возможной хрупкой трещины оудет близка к цилин 
дрической.
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